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S U MM A R Y  j     — ii
Ii
A review of experimental data on jets exhausting into a crossflow is 
presented with particular interest for the case of a circular jet exhaust­
ing normally into a crossflow. This is followed by a survey of a number 
of proposed models attempting to describe this jet interference phenomenon.
As a result of this survey a vortex sheet model, in which the jet is 
replaced by a pair of trailing vortices connected by a bound vortex sheet, 
is developed to predict the jet flow properties. Comparisons with experi­
mental data, and in particular the collapse of data presented in similarity 
form, gives valuable support to this model.
Computer programs, in Algol 60, have been developed for the calculation 
of flow properties and for plotting of the induced pressure distribution on 
a flat plate.
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N O M E N C L A T U R E
The symbols used in the text are interpreted as follows, unless 
defined locally otherwise:
a equivalent jet radius = v£nozzie area/7T)
Cm pitching moment coefficient (equation 5.47)
Cp pressure coefficient (equation 5.43) '
Cs suction force coefficient (equation 5.46)
D jet nozzle diameter
e i s e 2 entrainment coefficients
F radial force on an element of the jet
J jet thrust
lc jet path constant
IC circulation
£ length along jet axis
L lift on a vortex
Mj mass of jet at nozzle
M. mass of jet along path
im strength of source-sink doublet
m* sink strength
m jet/freestream velocity ratio
p,q exponents
P 1 local pressure
Po freestrearn static pressure
r radial co-ordinate from nozzle centre
R local radius of curvature of jet (Figure 52)
Re Reynolds number
viii
s span of vortex sheet
5 total force on infinite wall
Ubl boundary layer velocity
Uj jet velocity at nozzle
Uo freestream velocity
U 1 local velocity
U* excess of velocit}7" on jet centreline over freestream velocity
w,v, velocity components (Figure 53a)
u,etc.
Xo,Yo?cartesian co-ordinates relative to nozzle centre (Figure 53a) 
Zo
a defined in Figure 52
3 correction factor (equation 5.5)
Yb bound vortex strength per unit length
T trailing vortex strength
6 boundary layer momentum thickness
6 defined in Figure 52
y doublet strength
V kinematic viscosity
p density
(f) velocity potential
,T .  ^ length of streamwise axis of nozzleNozzle aspect ratio. AR = — — s—     :  ; ?  --length of spanwise axis of nozzle
1 . INTRODUCTION
In recent years the analysis of a jet issuing into a crossflow has 
been studied in considerable detail. This is mainly due to the frequent
occurrence of this flow in a wide range of practical problems. The main
areas of application of this flow phenomenon are summarised below:
(1) A plume exhausting with a substantial upward momentum from a
chimney 5.nto a crosswind carries with it many effluents. Hence, it 
is important to know the path that this plume will take and also how 
quickly it disperses so that the pollution in the vicinity of the 
chimney can be estimated.
application
(2) Another relevant pollution/is the discharge of effluent into rivers, 
lakes and the sea. Again, it is necessary to know the path and rate 
of dispersion of the effluent for environmental reasons.
(3) A further application of this flow phenomenon is the cooling of hot 
gases (eg: in gas turbine combusters) by the injection of jets of
cold gas. To obtain a desired temperature distribution at some station 
downstream of the jets it is necessary to know the mixing rate of the 
two flows. " '
(4) The jet exhausting from the lower surface of a V/STOL wing interacts 
with the airframe lifting surfaces, and the freestream flow, to alter 
the forces and moments on the aircraft. Thus it is necessary to be 
able to predict the above forces and moments for the best design and 
safe operation of V/STOL aircraft.
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It is this latter application which has promoted this present study.
At forward speeds, or in a natural wind, the jet efflux gives rise to an 
induced pressure field on the underside of the wing, which affects the 
performance and stability of VTOL aircraft during manoeuvres and in the 
transition phase of flight, and of STOL aircraft during operation near 
to the ground. Even under static conditions, ie: zero relative freestream 
flow, the airflow induced by the gas efflux has an effect on the lift and 
stability of the aircraft, especially near the gound (Figures 1, 2a, 2b).
In consequence, a substantial quantity of experimental data, is avail­
able on the balance measurement of overall interferecne forces and moments 
for typical V/STOL configurations, (Williams & Wood^^), which gives an 
indication of the importance of jet to freestream velocity ratio and wing 
geometry, but gives little indication of the mechanics of jet interference.
In order to isolate the problem, the aerodynamic interference of a subsonic 
jet exhausting from an infinite wall into a crossflow is studied in detail 
in this report.
As the jet recedes from the nozzle, the combined effects of aerodynamic 
forces acting on the jet, and the entrainment of the crossflow stream into 
the jet, cause the jet to disperse, deform and deflect. The resulting horse­
shoe shape, with a pair of strong contra-rotating vortices, which trail 
downstream at the upper edge of the jet are well illustrated in Plate 1.
The development of the jet is discussed in more detail in Chapter 2.
There is considerable experimental data and a number of analytical models 
describing the simplified problem of the jet exhausting into a crossflow from 
an infinite wall. Bradbury & Wood^2) investigated the effect of velpcity 
ratio on the induced pressure distributions on the infinite wall and also 
defined the areas contributing most to the overall forces and moments. They
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also considered the effect of boundary layer thickness, Reynolds number and 
pressure ratio in order to determine the parameters controlling the flow.
A dimensional analysis was also made which showed the dependence of the 
pressure coefficient on the velocity ratio and position on the infinite 
wall only, assuming large Reynolds numbers, small boundary layer thickness 
and incompressible flow.
Since this report, many authors have investigated experimentally this 
jet flow problem and their results are discussed in Chapter 3. Chapter 3 
gives a picture of the extent of present experimental data describing the 
jet, from which comparisons can be made with proposed analytical models.
The experimental data covers some aspects, such as the jet path, very 
thoroughly, but other important flow characteristics, such as mass flux, 
have rarely been investigated.
Some analytical models describing the jet flow are reviewed in Chapter 4, 
and the criteria for a valid model are also discussed. The viscous entrain­
ment and potential flow arguments are discussed in some detail since this 
question has promoted considerable discussion in the past. The validity 
of a number of entrainment models is tested by comparing the evaluated 
mass flux with the few experimental results available.
The vortex doublet model, originally proposed by Wooler^^, and developed 
further at the University of Surrey, is described in Chapter 5. Results 
from similarity arguments and also the vortex doublet model are compared 
with experimental data from a number of sources in Chapter 6 . The addition 
of a line of sinks, placed on the jet path, to simulate entrainment, is also 
investigated with a view to improving the above model. Also, in Chapter 3 
the predicted suction force from similarity arguments based on the vortex 
doublet model are shown to agree well with data from a number of authors.
1,4
Computer programs for evaluating and plotting the induced pressure 
distribution on the infinite wall and the suction force and pitching moment 
coefficients are discussed in Appendices 2 and 3 respectively.
2.1
2• QUALITATIVE DESCRIPTION OF THE JET IN A CROSSFLOW
Before attempting to simulate the jet by an analytical model, it is 
first necessary to investigate the structure and development of the jet 
within its surroundings.
Many authors have noted that the development of the jet can be split 
up into several sections, namely the potential core, the development region 
and the fully developed region.
2.1 The Potential Core
The jet conditions at the nozzle exit have a significant effect upon
the jet development downstream. In many practical cases these conditions
are far from ideal. However, in many experiments great care is taken to i
ensure a uniform velocity profile and low turbulence levels at the nozzle
nozzle
exit. These conditions at the/exit allow the assumption to be made that 
the flow is irrotational and invisid, the conditions for potential flow.
Typical nozzle exit velocity profiles are shown in Figure 3, as measured by 
Kamatoni & Greber^4). These velocity profiles are very flat, with only a 
thin boundary layer near the wall; the turbulence level is also low at 0.3%.
As the jet recedes from the nozzle a turbulent mixing region develops 
at the jet boundary. This region, spreads inward and outward, forming a 
potential core within the jet, until the entire jet becomes highly turbulent. 
Within the potential core, assuming close to ideal nozzle exit conditions, 
the flow is laminar and the velocity is close to the nozzle exit velocity.
The length of the potential core, typically 4 - 6  nozzle radii, is determined 
by the jet to freestrearn velocity ratio and the nozzle exit radius (or 
effective radius if the nozzle is other than circular) and is an indication 
of the rate of mixing within the jet.
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For low jet to freestream velocity ratios the potential core is deflected 
by the pressure, forces surrounding the jet. For velocity ratios greater 
than 4 the potential core retains its approximate nozzle shape and is only 
slightly deflected. The remainder of the jet, surrounding the potential core, 
changes from its initial shape to a kidney shape at the end of the potential 
core region.
In both of the above cases the crossflow is deflected around and into 
the jet. due to the action of the developing vortices and the blockage effect 
of the jet. This is illustrated well in Plate 1. Under favourable conditions 
(eg: Reynolds Number > 1,000) vortex shedding appears to have been observed 
off the rear of the jet, which is discussed by McMahon, Hester and Palfreyw). 
However, it has been suggested that these observations, made using a hoc 
wire anemometer, could simply be the vortex rings surrounding the jet.
2.2 Development Region
In this region the magnitude of the jet centreline velocity decays from 
its initial value until it is indistinguishable from that of the crossflow 
velocity. At this stage the observed circulatory velocities, due to the 
vort.ex motion in the jet, are significant compared with the axial velocities 
(Figure 27).
Downstream of the potential core the jet remains the approximate shape 
of a kidney, but continues to increase in cross-se.ctional area, resulting in 
an increase in mass flux. The path of the jet is observed to deflect in this 
region until it is close to the crossflow direction a considerable distance 
(Towns tream.
The vorticity of the jet, due to the velocity gradient at the nozzle, 
combines with the crossflow to produce a pair ox contra-rotating vortices 
which initiate in the potential core region and continue to spread throughout 
the development region until they become the dominating feature of the flow.
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In the development and fully developed regions of the jet the flow is 
characterised by large scale turbulent mixing within the jet, similar to 
that observed by jets issuing into still air. Also in these regions the 
axial velocity distributions within the jet can be reasonably represented 
by a Gaussian (or similar) distribution.
2.3 Fully Developed Region
When the jet centreline velocity is similar to the crossflow velocity 
and the majority of the jet deflection and deformation has taken place the 
two contra-rotating vortices become the dominant feature of the flow. This 
region forms a substantial part of the jet since Pratte and B a i n e s h a v e  
succeeded in detecting these vortices up to 2,000 jet radii downstream of the 
nozzle.
As these vortices move downstream the vortex doublet approaches a 
constant value as the vortices diffuse due to viscous action whilst the 
vortex strength decreases due to the cancelling action of the two contra- 
rotating vortices. Experimental data verifying this is presented in Figures 
30 and 29 respectively.
The limiting condition for the preservation of ro.tational flow is for 
the pair of vortices to move downstream with the speed of the crossflow, and 
thus true self preservation, as in the free jet, is not attained. .
3. REVIEW OF PRESENT EXPERIMENTAL DATA
3.1 Introduction
During the past twenty years a considerable amount of research has 
been directed to investigating the effects of a jet exhausting into a cross- 
wind. Consequently a large amount of data is available, including some of 
a. high quality, resulting from the attempts of various authors to measure 
most of the important characteristics associated with this jet interference 
phenomenon. These characteristics include the jet path, the decay of velocity 
along the jet centreline (ie: line of maximum velocity), the jet structure and 
the induced velocity field which is responsible for the suction force and 
pitching moment. Experimental data relating to the above characteristics is 
discussed in more detail below.
3 *2 The Jet Path
The path of the jet, after it leaves the nozzle, is the most highly 
documented feature of this flow field. On exhausting into the crossflow the 
inclination of the jet to the crossflow changes from its initial value until 
it is almost parallel to the crossflow. At the same time its shape changes 
from that of the nozzle to one dominated by two contra-rodating vortices in 
the developed region of the jet. A knowledge of the jet path during this 
transition is not only necessary when accurately describing this jet inter­
ference phenomenon, but it can also give an indication of the forces involved 
with the jet deflection.
There are a number of ways in which the jet path can be.defined. The 
most common definition is that of the path of peak total head.
A number of authors (eg: S n e l O )  have defined the path by the centre of 
momentum (integrated over the cross-section of the jet); however, this requires
t h e  k n o w l e d g e  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  m o m e n tu m  w i t h i n  t h e  j e t  a n d  i s  t h u s  
m u c h  m o r e  d i f f i c u l t  t o  d e f i n e .  T h e  j e t  p a t h  c a n  a l t e r n a t i v e l y  b e  d e f i n e d  
b y  t h e  t w o  c o n t r a - r o t a t i n g  v o r t i c e s ,  w h o s e  d e v e l o p m e n t  a n d  s t r e n g t h  c a n  b e  
u s e d  t o  d e s c r i b e d  a n a l y t i c a l l y  t h i s  f l o w  i n t e r f e r e n c e .
A s  t h e r e  i s  a  c o n s i d e r a b l e  q u a n t i t y  o f  d a t a  a v a i l a b l e  d e s c r i b i n g  t h e  
p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d ,  b u t  o n l y  l i m i t e d  d a t a  d e s c r i b i n g  t h e  j e t  v o r t e x  
p a t h ,  a n d  n o  p u r e l y  e x p e r i m e n t a l  d a t a  d e s c r i b i n g  t h e  c e n t r e  o f  m o m e n tu m , a n  
a t t e m p t  w i l l  b e  m a d e  t o  c o r r e l a t e  t h e  f i r s t  s e t  o f  d a t a ,  a n d  t h e  s a m e  t e c h ­
n i q u e  w i l l  t h e n  b e  a p p l i e d  t o  t h e  s e c o n d  s e t  o f  d a t a .
O n e  o f  t h e  m o s t  c o m m o n  e x p r e s s i o n s  u s e d  t o  d e s c r i b e  t h e  j e t  p a t h  i s :
J e t  p a t h  d a t a ,  b a s e d  o n  t h e  l i n e  o f  p e a k  t o t a l  h e a d ,  f o r  c i r c u l a r  j e t s  
e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w  i s  a m a s s e d  f r o m  a  n u m b e r  o f  a u t h o r s  a n d
p r e s e n t e d  i n  t h e  a b o v e  f o r m  i n  F i g s .  4 ,  6 ,  8,  1 0 ,  1 2  a n d  1 4 .
T h i s  s a m e  d a t a  i s  a l s o  p r e s e n t e d  i n  a n  a l t e r n a t i v e  f o r m  u s e d  i n  t h e
v o r t e x  s h e e t  t h e o r y  d e s c r i b i n g  t h i s  j e t  i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n :
A  v a l u e  f o r  e x p o n e n t  p  o f  1 . 3 5  i s  u s e d  t o  p r e s e n t  t h e  d a t a  i n  F i g s .  5 ,  
7 ,  9 ,  1 1 ,  1 3  a n d  1 5 .  I n  e a c h  c a s e  t h e  d a t a  c o l l a p s e s  a t  l e a s t  a s  w e l l  f o r  
t h e  l a t t e r  e x p r e s s i o n  ( 3 . 2 )  a s  i t  d o e s  f o r  t h e  f o r m e r  ( 3 . 1 ) .  S i n c e  t h e  v a l u e
o f  p .  T h o m p s o n  f o u n d  t h a t  t h e  o p t im u m  v a l u e s  o f  k ,  p  a n d  q  t o  c o l l a p s e  t h e  
d a t a  w e r e  1 . 9 3 ,  1 , 3 5  a n d  3 . 0  r e s p e c t i v e l y .  T o  m a k e  c o m p a r i s o n s  b e t w e e n  
v a r i o u s  a u t h o r s ,  t h i s  c u r v e  i s  a l s o  p l o t t e d  o n  t h e  l a t t e r  s e t  o f  g r a p h s .
( 3 . 1 )
( 3 . 2 )
f o r  p  w a s  t a k e n  f r o m  T h o m p s o n ’ s r e s u l t s ;  b e t t e r  c o l l a p s e  f o r  t h e  d a t a  o f  
o t h e r  a u t h o r s  c o u l d  u n d o u b t e d l y  b e  o b t a i n e d  b y  s l i g h t l y  a d j u s t i n g  t h e  v a l u e
3 o 3
N a t u r a l l y ,  t h i s  c u r v e  d e s c r i b e s  T h o m p s o n ' s  r e s u l t s  v e r y  w e l l  ( F i g .  5 ) .  
H o w e v e r ,  w h e r e a s  t h e  d a t a  o f  m o s t  a u t h o r s  c o l l a p s e s  r e a s o n a b l y  w e l l ,  i t  c a n  
s h o w  s m a l l ,  b u t  m a r k e d ,  d e v i a t i o n  f r o m  t h i s  c u r v e .  I n  s o m e  c a s e s ,  f o r  
e x a m p l e  G r a e f e ^ ^  a n d  C h a s s a i n g ,  C h a r i a  a n d  S a n a n e s ^ ^ ) ,  t h e  d a t a  l i e s  
s o m e w h a t  a b o v e  t h i s  c u r v e ,  w h i l s t  f o r  o t h e r  a u t h o r s  ( e g :  J o r  d i n s  o n  ('11)  a n d  
B r o w n   ^ 2 ^ )  ,  t h e  d a t a  l i e s  b e l o w  t h i s  l i n e .  A s  e x p l a i n e d  e a r l i e r ,  t h e  c o l l a p s e  
o f  d a t a  f o r  e a c h  a u t h o r  c o u l d  p o s s i b l y  b e  i m p r o v e d  b y  a d j u s t i n g  t h e  v a l u e  o f  
p ;  h o w e v e r ,  t h i s  w o u l d  s t i l l  l e a v e  t h e  m a r k e d  d e v i a t i o n s  b e t w e e n  t h e  d a t a  o f  
v a r i o u s  a u t h o r s .  T h e s e  d e v i a t i o n s  a r e  d u e  t o  t h e  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t a l  
a p p a r a t u s ,  w o r k i n g  c o n d i t i o n s  a n d  m e a s u r i n g  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  e a c h  c a s e .
S m a l l  d i f f e r e n c e s  i n  a n y  o f  t h e  a b o v e  f e a t u r e s  ( e g :  t h e  j e t  v e l o c i t y  p r o f i l e  
o n  l e a v i n g  t h e  n o z z l e )  c a n  c a u s e  t h e  o b s e r v e d  v a r i a t i o n s  b e t w e e n  t h e  a u t h o r s ,  
s i n c e  t h e  f l o w  i s  v e r y  s e n s i t i v e  t o  s u c h  c h a n g e s .  T h e  e x p r e s s i o n  s u g g e s t e d  
b y  T h o m p s o n  i s  s h o w n  t o  b e  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a s  i t  
l i e s  a p p r o x i m a t e l y  i n  t h e  c e n t r e  o f  t h e  d a t a  r a n g e .  I t  i s  t h u s  p o s s i b l e  t o  
c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  a n y  a u t h o r ' s  r e s u l t s  b y  p r e s e n t i n g  t h e m  i n  t h i s  w a y  
a n d  c o m p a r i n g  t h e m  w i t h  t h e  a b o v e  c u r v e .
T h i s  t e s t  i s  u s e d  o n  t h e  d a t a  o f  t h r e e  f u r t h e r  a u t h o r s .  T h e  d a t a  o f  
( 1 3 )K e f f e r  a n d  B a i n e s  ,  p r e s e n t e d  i n  F i g .  1 6 ,  c o l l a p s e d  e x c e p t i o n a l l y  w e l l ,  
e x c e p t  f o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  2 ,  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  i n  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) ,
T h e  c u r v e  s u g g e s t e d  b y  T h o m p s o n  w a s  a l s o  q u i t e  a n  e x c e p t i o n a l  f i t  t o  t h i s  
d a t a ,  a g a i n  e x c e p t  f o r  r e a d i n g s  t a k e n  c l o s e  t o  t h e  n o z z l e  f o r  a  v e l o c i t y  
r a t i o  o f  2 .
K a m o t a n i  a n d  G r e b e r ( ^ )  t o o k  g r e a t  c a r e  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e i r  
a p p a r a t u s ,  a n d  g a v e  g r e a t  a t t e n t i o n  t o  d e t a i l s  s u c h  a s  o b l a i n i n g  f l a t  v e l o c i t y  
p r o f i l e s  f o r  t h e  j e t  l e a v i n g  t h e  n o z z l e .  T h u s ,  i t  i s  v e r y  e n c o u r a g i n g  t o  
s e e  t h a t  t h e i r  d a t a  ( F i g .  1 7 )  a l s o  c o l l a p s e s  v e r y  w e l l  u s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 2 ) .
3.4
T h e  c u r v e  s u g g e s t e d  b y  T h o m p s o n  i s  a  r e a s o n a b l e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d a t a ,  
b u t  i s  s l i g h t l y  l o w  f o r  t h e  r e s u l t s  t a k e n  f u r t h e r  d o w n s t r e a m .
F i n a l l y ,  t h e  r e s u l t s  o f  F l a t t e n  a n d  K e f f e r £ 4 )  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  1 8 .  
T h e s e  r e s u l t s  s h o w  o n l y  r e a s o n a b l e  c o l l a p s e ,  b u t  t h e  c u r v e  s u g g e s t e d  b y  
T h o m p s o n  d o e s  g i v e  a  f a i r  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d a t a .
T h i s  s t u d y  o f  j e t  p a t h s  s h o w s  t h a t  f o r  a  c i r c u l a r  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  
i n t o  a  c r o s s f l o w  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o l l a p s e  c a r e f u l l y  r e c o r d e d  d a t a ,  f o r  t h e  
p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d ,  o n  t o  a  s i n g l e  c u r v e  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  v e l o c i t y  
r a t i o .  F u r t h e r m o r e ,  t h i s  s t u d y  c l e a r l y  s h o w s  u p  t h e  m a r k e d  d i f f e r e n c e s  
b e t w e e n  t h e  r e s u l t s  o f  e a c h  a u t h o r ( s ) .  T h i s  s h o w s  t h e  n e c e s s i t y  f o r  e x t r e m e  
c a r e  w h e n  s e t t i n g  u p  t h e  e x p e r i m e n t s  a n d  t h e  n e e d  f o r  s t a n d a r d i s i n g  e x p e r i ­
m e n t a l  p r o c e d u r e s  t o  f u l l y  e l i m i n a t e  f a c t o r s  s u c h  a s  n o z z l e  s i z e  a n d  f l o w  
r a t e s .  I t  i s  a l s o  s e e n  t h a t  t h e  c u r v e  s u g g e s t e d  b y  T h o m p s o n  g i v e s  a  g o o d  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r a n g e  o f  d a t a  c o v e r e d ,  a n d  h e n c e  i s  u s e d  b y  t h i s  a u t h o r  
a s  a n  e m p i r i c a l  e q u a t i o n  f o r  u s e  w i t h  t h e  v o r t e x  s h e e t  t h e o r y .
I t  i s  s h o w n ,  i n  C h a p t e r  6,  t h a t  i f  t h e  d o u b l e t s  i n  t h e  a b o v e  t h e o r y  a r e  
p l a c e d  o n  t h e  l i n e  o f  v o r t e x  c e n t r e l i n e s ,  r a t h e r  t h a n  t h e  p a t h  o f  p e a k  t o t a l  
h e a d ,  c l o s e r  a g r e e m e n t  i s  o b t a i n e d  b e t w e e n  p r e d i c t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  p r e s s u r e  
f i e l d s  o n  a  f l a t  p l a t e .  U n f o r t u n a t e l y ,  d a t a  r e l a t i n g  t o  t h e  v o r t e x  c e n t r e l i n e s  
i s  v e r y  s p a r s e  a n d  i s  o n l y  a v a i l a b l e  f o r  a  c i r c u l a r  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  
i n t o  a  c r o s s f l o w .
F o r  t h i s  c a s e  b o t h  T h o m p s o n  a n d  F e r n  a n d  W e s t o n ( ^ )  p r e s e n t  a  n u m b e r  o f  
r e s u l t s ,  a s  d o e s  M u r d o c h ^ * 3 )  w h o  s i m p l y  u s e d  t u f t s  t o  l o c a t e  t h e  v o r t e x  
c e n t r e s .  F e r n  a n d  W e s t o n  m a d e  a  l a r g e  n u m b e r  o f  r e a d i n g s  a n d  s u g g e s t e d  a  
l e a s t  s q u a r e s  f i t  c u r v e :
X o
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U n f o r t u n a t e l y ,  b y  u s i n g  a  l e a s t  s q u a r e s  f i t  F e r n  & W e s t o n  h a v e  f a i l e d
t o  r e p r e s e n t  t h e  t r e n d  o f  t h e  r e s u l t s ,  s e e  F i g ,  1 9 .  T h u s ,  t h e s e  r e s u l t s
w e r e . r e - p l o t t e d  t o  s h o w  t h i s  t r e n d  b y  u s i n g  a  v a l u e  o f  e x p o n e n t  q  =  2 . 7 5 ,
s e e  F i g .  2 0 .  T h e  r e m a i n i n g  p a r a m e t e r s  o f  e q u a t i o n  ( 3 . 2 )  w e r e  t h e n  c a l c u l a t e d
t o  g i v e  a  c u r v e :
X o ______
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T h e  r e s u l t s  o f  T h o m p s o n ,  M u r d o c h ,  a n d  F e r n  a n d  W e s t o n  a r e  p r e s e n t e d  
u s i n g  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  ( 3 . 4 )  i n  F i g s .  2 1 ,  2 2  a n d  2 3  r e s p e c t i v e l y .  A s  
e x p e c t e d ,  t h e  d a t a  o f  F e r n  a n d  W e s t o n  c o l l a p s e s  w e l l  u s i n g  t h i s  e x p r e s s i o n ,  
a n d  i s  w e l l  r e p r e s e n t e d  b y  t h i s  c u r v e .  F o r  d a t a  c l o s e  t o  t h e  n o z z l e  
T h o m p s o n ' s  r e s u l t s  a l s o  c o l l a p s e  a t  l e a s t  a s  w e l l  a s  t h e y  d o  u s i n g  h i s  
e x p r e s s i o n ,  a l t h o u g h  f u r t h e r  d o w n s t r e a m  t h e y  d e v i a t e  s l i g h t l y  f r o m  t h i s  
c u r v e .  T h e  r e s u l t s  o f  M u r d o c h  p r e s e n t e d  u s i n g  T h o m p s o n ' s  c u r v e  
w e r e  s o m e w h a t  d i s a p p o i n t i n g .  H o w e v e r ,  u s i n g  e q u a t i o n  ( 3 . 4 ) ,  t h e y  a p p e a r  
v e r y  e n c o u r a g i n g ,  s h o w i n g  t h a t  a  g o o d  c o l l a p s e  i s .  p o s s i b l e ,  ( F i g .  2 2 ) .
I t  i s  t h i s  e x p r e s s i o n ,  e q u a t i o n  ( 3 . 4 ) ,  w h i c h  i s  f i n a l l y  u s e d  a s  t h e  
e m p i r i c a l  i n p u t  f o r  t h e  v o r t e x  m o d e l .  H o w e v e r ,  d a t a  s u p p o r t i n g  t h i s  i n p u t  
i s  o n l y  a v a i l a b l e  f r o m  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  a u t h o r s  a n d  a p p l i c a b l e  o n l y  f o r  
t h e  c a s e  d e s c r i b e d  a b o v e ,  w h i c h  l e a v e s  a  l a r g e  s c o p e  f o r  f u r t h e r  e x p e r i ­
m e n t a l  r e s e a r c h .
I n  c o n t r a s t ,  t h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  a u t h o r s  w h o  h a v e  p r e s e n t e d  d a t a  o n  
t h e  p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d  f o r  o t h e r  t h a n  c i r c u l a r  n o z z l e s  e x h a u s t i n g  a t  
v a r i o u s  a n g l e s  t o  t h e  f r e e s t r e a m .  T h i s  d a t a  i s  n o t  p r e s e n t e d  i n  t h i s  
r e p o r t ,  s i n c e  t h e  r e s u l t s  a r e  o f  l i t t l e  u s e  t o  t h e  v o r t e x  s h e e t  t h e o r y ,  w h i c h  
i t  h a s  b e e n  s h o w n  u s e s  t h e  p a t h  o f  t h e  v o r t e x  c e n t r e s .  T h o m p s o n/8 )  h a d  
s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  c h a n g i n g  t h e  a s p e c t  r a t i o  o f  t h e  n o z z l e  f o r  a  j e t  
e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w ,  a n d  h e  f o u n d  t h a t  t h e  d a t a  c o l l a p s e d  
a s  w e l l  a s  t h a t  d i s c u s s e d  a b o v e .  A  n u m b e r  o f  a u t h o r s ,  e g :  P a t r i c k ^  ^  a n d
 Z o _ ___
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3.6
P l a t t e n  a n d  K e f f e r  ( 1 4 )  h a v e  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  a n g l e  o f  
i n c l i n a t i o n  o f  t h e  j e t  t o  t h e  f r e e s t r e a m ,  w h i c h  i s  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  t o  
t h o s e  s t u d y i n g  t h e  e f f e c t s  o f  e x h a u s t  g a s e s  f r o m  V / S T O L  j e t .  A l s o ,  a  n u m b e r  
o f  a u t h o r s ,  e g :  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r ^ ^  h a v e  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  t e m p e r ­
a t u r e  a n d  b u o y a n c y  o n  t h e  j e t  p a t h  a n d  i t s  s p r e a d .  T h e y  f o u n d  t h a t  a l t h o u g h  
t h e  e f f e c t  o f  b u o y a n c y  i s  n o t  n e g l i g i b l e ,  f o r  t h e  h i g h  t e m p e r a t u r e  j e t  t h e  
p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d  c o u l d  b e  c o r r e l a t e d  b y  t h e  m o m e n tu m  r a t i o  
( p j U j z / p 0U 0 2 )  a l o n e .  T h e y  f o u n d  d i f f i c u l t y  i n  d i s t i n g u i s h i n g  t h e  b u o y a n c y  
e f f e c t  f r o m  a  s t u d y  o f  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  l o c a t i o n  s i n c e  t h e  u p w a r d  s h i f t  
o f  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  d u e  t o  b u o y a n c y  ( i e :  i n c r e a s i n g  U j  t o  k e e p  t h e  
m o m e n tu m  r a t i o  c o n s t a n t )  i s  c o m p e n s a t e d  f o r  b y  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  
f l u i d  w i t h  a  s i g n i f i c a n t l y  h i g h e r  d e n s i t y  ( p Q >  p j ) .  T h e  i n c r e a s e  i n  j e t  
t e m p e r a t u r e  a l s o  i n c r e a s e d  t h e  v o r t e x  a c t i v i t y  w h i c h  l e a d  t o  a n  i n c r e a s e d  
r a t e  o f  m i x i n g  w i t h  t h e  c r o s s f l o w .
3 . 3  C e n t r e ! i n e  V e l o c i t y  D e c a y
I f  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y  a n d  t h e  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n  w i t h i n  
t h e  j e t ,  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  m a x im u m  ( c e n t r e l i n e )  v e l o c i t y  o n l y ,  a r e  k n o w n  
t h e n  t h e  m a s s  f l u x ,  e n t r a i n m e n t  a n d  m a s s  m o m e n tu m  o f  t h e  j e t  c a n  b e  c a l c u l a t e d .  
C o n s e q u e n t l y  a  n u m b e r  o f  a u t h o r s  h a v e  m e a s u r e d  t h i s  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  
d e c a y  i n  a n  a t t e m p t  t o  d e s c r i b e  i t  a n a l y t i c a l l y .
W h e n  a t t e m p t i n g  t o  c o r r e l a t e  t h e  a v a i l a b l e  d a t a ,  s e v e r a l  f a c t o r s  s h o u l d  
b e  t a k e n  i n t o  c o n s i d e r a t i o n :
( 1 )  T h e  d e c a y  r a t e  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  v e l o c i t y  r a t i o .
( 2 )  T h e  d e c a y  o f  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  s t a r t s  f r o m  t h e  e n d  o f
t h e  p o t e n t i a l  c o r e ,  w h i c h  i t s e l f  i s  a  f u n c t i o n  o f  n o z z l e  
r a d i u s ,  v e l o c i t y  r a t i o  a n d  n o z z l e  e x i t  c o n d i t i o n s .
( 3 )  T h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y s  m o r e  r a p i d l y  f o r  j e t s
w i t h  l a r g e  a s p e c t  r a t i o s  t h a n  f o r  t h o s e  w i t h  lo w  a s p e c t  r a t i o s .
3.7
T h e  d i s t r i b u t i o n  o f  a x i a l  v e l o c i t y  a l o n g  t h e  j e t  c e n t r e l i n e ,  f r o m  R e f s ,  4 
a n d  1 3 ,  i s  s h o w n  i n  F i g ,  2 4 .  F o r  t h e  l o w e r  j e t / f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o s  
( <  10)  t h i s  a x i a l  v e l o c i t y  d e c a y  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i s t a n c e  a l o n g  t h e  
j e t  p a t h  u n t i l  i t  r e a c h e s  a  v a l u e  v e r y  c l o s e  t o  t h e  f r e e s t r e a m  v e l o c i t y .  
H o w e v e r ,  t h e  r e s u l t s  o f  P a t r i c k f o r  l a r g e r  j e t / f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o s  
s h o w  t h a t  a f t e r  a n  i n i t i a l  s e c t i o n  o f  t h e  j e t  p a t h  w h e r e  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  
d e c a y  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  d i s t a n c e  a l o n g  t h e  p a t h  t h e  d e c a y  o f  a x i a l  
v e l o c i t y  s u b s t a n t i a l l y  i n c r e a s e s  u n t i l  t h e  a x i a l  v e l o c i t y  i s  c l o s e  t o  t h e  
f r e e s t r e a m  v e l o c i t y .  T h i s  c o u l d  i n d i c a t e  i n c r e a s e d  m i x i n g  a n d  t u r b u l e n c e  
w i t h i n  t h e  j e t .
T h e  a b o v e  d a t a  i s  a l s o  p r e s e n t e d  i n  a n  a l t e r n a t i v e  f o r m  i n  F i g .  2 5 ,  
w h i c h  m a k e s  a n  a t t e m p t  t o  c o m p a r e  d a t a  f r o m  v a r i o u s  e x p e r i m e n t s .  T h e  r a t i o  
(U m  -  U G ) / ( U j  -  U o )  =  U *  d e s c r i b e s  t h e  j e t  a x i a l  v e l o c i t y  d e c a y  i n  a  m o r e  
c o n v e n i e n t  w a y  s i n c e  t h e  v e l o c i t y  d e c a y  i s  m o r e  e v i d e n t  a n d  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
p o t e n t i a l  c o r e  i s  r e a d i l y  a p p a r e n t .
I n  e a c h  c a s e  t h e  r a t e  o f  a x i a l  v e l o c i t y  d e c a y  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  
v e l o c i t y  r a t i o  i n d i c a t i n g  a  g r e a t e r  p e n e t r a t i o n  o f  t h e  j e t .  F i g .  2 5  a l s o  
s h o w s  c l e a r l y  t h a t  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y  i s  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  
j e t / f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o .  K e f f e r  a n d  B a i n e s ^ 3 )  a t t e m p t e d  t o  c o r r e l a t e  
t h e i r  d a t a ,  f o r  v e l o c i t y  r a t i o s  o f  4 ,  6 a n d  8 ,  w h i l s t  n e g l e c t i n g  t h e  e f f e c t  
o f  v e l o c i t y  r a t i o  o n  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y .  T h e y  a c h i e v e d  t h i s  
p a r t l y  b y  p l o t t i n g  j e t  a x i a l  d i s t a n c e  m e a s u r e d  f r o m  a  v i r t u a l  s o u r c e  ( w h i c h  
e l i m i n a t e d  t h e  e f f e c t  o f  t h e  p o t e n t i a l  c o r e )  a n d  a l s o  b y  p l o t t i n g  l o g  U *  v s .  
l o g  ( & / d )  w h i c h  m i n i m i s e d  t h e  s m a l l  e f f e c t ,  i n  t h i s  c a s e ,  o f  j e t / f r e e s t r e a m  
v e l o c i t y  r a t i o  o n  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y .  T h i s  d a t a  i s  r e ~ p l o t t e d  
i n  F i g .  2 6  a s  l o g  U *  v s .  j e t  a x i a l  d i s t a n c e  ( f r o m  t h e  n o z z l e )  l e s s  p o t e n t i a l  
c o r e  l e n g t h .  T h e  s m a l l  e f f e c t  o f  t h e  j e t  f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  o n  t h e  j e t  
c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y  i s  c l e a r  e v e n  f o r  t h i s  s m a l l  r a n g e  o f  v e l o c i t y  
r a t i o s .
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3'4 T h e  I n d u c e d  V e l o c i t y  F i e l d
T o  m e a s u r e  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  i n  a n d  a r o u n d  t h e  j e t  a  l a r g e  n u m b e r  o f  
r e a d i n g s  ( i n  t h e  o r d e r  o f  5 0 0 )  a r e  r e q u i r e d  a t  e a c h  s t a t i o n  a l o n g  t h e  j e t .  
F u r t h e r ,  i t  i s  e s s e n t i a l  t o  m e a s u r e  t h e  m a g n i t u d e  a n d  d i r e c t i o n  o f  t h e  
v e l o c i t y  t o  d e s c r i b e  t h e  f l o v 7. C o n s e q u e n t l y  n o  a u t h o r ( s ) ,  t o  d a t e ,  h a v e  
p r o d u c e d  e x t e n s i v e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  d e s c r i b i n g  t h e  v e l o c i t y  f i e l d .  H o w e v e r ,  
s e v e r a l  a u t h o r s  h a v e  c o n d u c t e d  e x p e r i m e n t s  t o  m e a s u r e  t h e  v e l o c i t y  f i e l d ,  
o r  p a r t  o f  i t ,  f o r  a  n u m b e r  o f  s p e c i f i c  c o n d i t i o n s .  I f  t h e  c o m p l e t e  v e l o c i t y  
f i e l d  i s  k n o w n ,  a t  a n y  c r o s s - s e c t i o n  a l o n g  t h e  j e t ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c a l ­
c u l a t e  t h e  v o r t i c i t y  a n d  c i r c u l a t i o n  w i t h i n  t h e  j e t .  I n  a d d i t i o n  t h e  
j e t  e n t r a i n m e n t  a n d  m a s s  f l u x ,  w i t h i n  a n y  s t i p u l a t e d  b o u n d a r y ,  c a n  a l s o  b e
c a l c u l a t e d .  U n f o r t u n a t e l y ,  v e l o c i t y  f i e l d s  a r e  o f t e n  p r e s e n t e d  i n  s u c h  a  
w a y  t h a t  m a k e s  i t  i m p o s s i b l e  t o  a c c u r a t e l y  c a l c u l a t e  t h e  a b o v e  f e a t u r e s  o f  
t h e  j e t ,  u n l e s s  t h e  a u t h o r  a l s o  p r e s e n t s  t h e s e  r e s u l t s  i n  d e t a i l .
A  l i m i t e d  n u m b e r  o f .  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  r e l a t i n g  t o  t h e  v o r t i c i t y  a n d  
c i r c u l a t i o n  w i t h i n  t h e  j e t  a r e  a v a i l a b l e  i n  R e f s .  4 ,  8 a n d  1 5 .  K a m o t a n i  a n d  
G r e b e r  m e a s u r e d  v e l o c i t y  d i s t r i b u t i o n s ,  u s i n g  a  h o t  w i r e  p r o b e ,  i n  t h e  p l a n e  
p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  j e t  f l o w  a t  s e v e r a l  s t a t i o n s  a l o n g  t h e  j e t  f o r  v e l o c i t y  
r a t i o s  o f  4 ,  6 a n d  8 . S i n c e  t h e  j e t ,  i n  t h i s  c a s e ,  w a s  c o m p a r i t i v e l y  s m a l l ,  
o n l y  6 C M L 0 0  r e a d i n g s  w e r e  t a k e n  a t  e a c h  s t a t i o n  t o  d e s c r i b e  t h e  j e t .  H o w e v e r ,  
e v e n  t h i s  n u m b e r  o f  r e a d i n g s  t o o k  a b o u t  t w o  h o u r s  t o  c o m p l e t e ,  r e s u l t i n g  i n  
s o m e  d r i f t  o f  t h e  h o t  w i r e  p r o b e ,  a n d  t h u s  i t  w a s  i m p r a c t i c a l  t o  c o n d u c t  t h e  
n u m b e r  o f  e x p e r i m e n t s  t o  f u l l y  d e s c r i b e  t h e  j e t .  T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a n  
a u t o m a t e d  t r a v e r s i n g  g e a r  w a s  c o n s i d e r e d ,  b u t  a b a n d o n e d  d u e  t o  t e c h n i c a l  
p r o b l e m s .  •
T h e  a b o v e  r e s u l t s  d e s c r i b i n g  t h e  r o t a t i o n a l  v e l o c i t y  f i e l d  w i t h i n  t h e  
j e t  a r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  l i n e s  o f  c o n s t a n t  v e l o c i t y  a n d  a l s o  i n  t h e  
f o r m  o f  v e l o c i t y  v e c t o r s ,  g i v i n g  b o t h  m a g n i t u d e  a n d  d i r e c t i o n .  T h e s e  r e s u l t s
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s h o w  c l e a r l y  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  v o r t i c e s  w i t h i n  t h e  j e t ,  s e e  F i g u r e  2 7 ,  
a s  d o  t h e  s i m i l a r  r e s u l t s  o f  F e r n  a n d  W e s t o n ,  F i g u r e  2 8 ,  w h o  a l s o  a t t e m p t e d  
t o  d e s c r i b e  t h e  v o r t i c e s  u s i n g  a n a l y t i c a l  m o d e l s .  U n f o r t u n a t e l y ,  t h e  r e s u l t s  
a s  p r e s e n t e d  b y  b o t h  o f  t h e  a b o v e  g r o u p s  m a k e  i t  i m p o s s i b l e ,  w i t h o u t  i n t r o ­
d u c i n g  u n a c c e p t a b l y  l a r g e  i n a c c u r a c i e s ,  t o  c a l c u l a t e  t h e  v o r t i c i t y  a n d  
c i r c u l a t i o n  w i t h i n  t h e  j e t .
T h o m p s o n  a t t e m p t e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  a b o v e  m e n t i o n e d  j e t  c h a r a c t e r i s t i c s ,  
a n d  a l s o  t h e  d o u b l e t  m o m e n t ,  w h i l s t  t a k i n g  r e a d i n g s  w i t h  a  f i v e  h o l e  p i t c h  
a n d  y a w  p r o b e .  T h e  c i r c u l a t i o n  ( v o r t e x  s t r e n g t h )  o v e r  a n y  g i v e n  a r e a  w a s  
c a l c u l a t e d  b y  t a k i n g  t h e  l i n e  i n t e g r a l  o f  t h e  t a n g e n t i a l  c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y  
a r o u n d  t h e  p e r i m e t e r  o f  t h e  a r e a .  T h e  d o u b l e t  m o m e n t  w a s  e v a l u a t e d  b y  t a k i n g  
t h e  s u r f a c e  i n t e g r a l  o f  t h e  m o m e n t  o f  v o r t i c i t y  a b o u t  t h e  £  a x i s  f o r  t h e  
g i v e n  a r e a :
A s  t h e  g i v e n  a r e a ,  o v e r  w h i c h  t h e s e  v a l u e s  a r e  e v a l u a t e d ,  i s  i n c r e a s e d  
u n t i l  i t  e n c l o s e s  t h e  e n t i r e  j e t  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  s h o u l d  c o n v e r g e  t o  a  
d e f i n i t e  v a l u e .
T h o m p s o n  m e a s u r e d  t h e  e n t i r e  v e l o c i t y  f i e l d  a t  o n l y  o n e  s t a t i o n  f o r  
e a c h  o f  t h e  j e t / f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o s  2 , 3 ,  4 . 0  a n d  8 . 1 .  E a c h  s t a t i o n  
w a s  a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e  w h e r e  t h e  j e t  a x i s  w a s  
n e a r l y  p a r a l l e l  t o  t h e  c r o s s f l o w  a n d  t h e  j e t  w a s  i n  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  r e g i o n .  
H i s  r e s u l t s ,  m e a s u r e d  o v e r  t h e  l a r g e s t  a r e a  i n  e a c h  c a s e  a r e  s h o w n  i n  t h e  
t a b l e  o v e r l e a f ,  w i t h  a n  e s t i m a t i o n  o f  t h e  p r o p o r t i o n  o f  t h e  t o t a l  v a l u e  w h i c h  
w a s  c o v e r e d .
c
( 3 . 5 )
D o u b l e t  M o m e n t ,  y ( 3 . 6 )
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U j K P r o p o r t i o n P P r o p o r t i o n
U o U o a c o v e r e d U o a ^ c o v e r e d
2 . 3 1 . 8 5 100% 12.0 100%
4 . 0 2 . 9 5 9 5 % 2 5 , 0 9 0 %
8.1 1 3 . 2 0 9 0 % 1 5 7 . 0 8 5 %
S i n c e ,  u s i n g  t h e  a b o v e  m e t h o d ,  T h o m p s o n  o n l y  c a l c u l a t e d  t h e  c i r c u l a t i o n  
a n d  d o u b l e t  m o m e n t  a t  o n e  p o s i t i o n  o f  t h e  j e t ,  f o r  e a c h  j e t / f r e e s t r e a m  
v e l o c i t y  r a t i o ,  h e  a l s o  t o o k  r e a d i n g s  f r o m  a  t h r e e  h o l e  y a w  p r o b e  i n  o r d e r  
t o  o b t a i n  s o m e  e s t i m a t e  o f  t h e  v a r i a t i o n  o f  c i r c u l a t i o n  a n d  d o u b l e t  m o m e n t  
a l o n g  t h e  j e t  p a t h .  T h i s  m e t h o d  g i v e s  o n l y  a n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  a b o v e  j e t  
c h a r a c t e r i s t i c s  s i n c e  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  v o r t i c e s  a r e  v i r t u a l l y  
d i s c r e t e  a n d  q u a s i  t w o - d i m e n s i o n a l .  T h e  r e s u l t s  o f  b o t h  m e t h o d s  a r e  s h o w n  
i n  F i g u r e s  2.9 a n d  3 0 .  F r o m  F i g u r e  3 0  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t :  t h e  r e s u l t s  u s i n g  
t h e  t h r e e  h o l e  y a w  p r o b e  c o m p a r e  r e a s o n a b l y  w e l l  w i t h  t h o s e  u s i n g  t h e  f i v e  
h o l e  p i t c h  a n d  y a w  p r o b e ,  e x c e p t  f o r  t h e  d o u b l e t  m o m e n t  w h e n  t h e  j e t / f r e e s t r e a m  
v e l o c i t y  r a t i o  =  8,1
T h i s  d a t a  i s  a l s o  c o m p a r e d  w i t h  c i r c u l a t i o n  v a l u e s  m e a s u r e d  b y  T i p p i n g 9 
a t  v e l o c i t y  r a t i o s  o f  6 . 7  a n d  1 0 ,  a n d  w i t h  r e s u l t s ,  f o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  4 ,  
m e a s u r e d  b y  M a r g a s o n  a n d  F e r n ^ 2 ^ )  u s i n g  a  p a d d l e  w h e e l  v o r t i c i t y  m e t e r .  A l s o  
i n c l u d e d  a r e  v o r t i c i t y  m o m e n t  r e s u l t s  o f  E n d o  a n d  N a k a m u r a ^ 2 ^ )  a t  a  v e l o c i t y  
r a t i o  o f  5 . 9  w h i c h  f i t  i n t o  t h e  g e n e r a l  p a t t e r n  i f  t h e  v a l u e  a t  a  v e l o c i t y  
r a t i o  o f  8 . 1  i s  s u b s t a n t i a l l y  l o w ,  a s  i n d i c a t e d  a b o v e .  I t  i s  o b s e r v e d  t h a t  
t h e  c i r c u l a t i o n  b u i l d s  u p  v e r y  q u i c k l y  a n d  a p p e a r s  t o  p e a k  w h e n  t h e  j e t  i s  a t  
i t s  m a x im u m  r a t e  o f  d e f l e c t i o n ,  a n d  t h e n  t r a i l s  o f f  g r a d u a l l y  i n  t h e  m o r e  
d e v e l o p e d  r e g i o n s  o f  t h e  j e t .  T h e  d o u b l e t  m o m e n t  a l s o  b u i l d s  u p  r a p i d l y  i n  
t h e  d e v e l o p m e n t  r e g i o n  o f  t h e  j e t ,  a n d  a p p r o a c h e s  a  c o n s t a n t  v a l u e  a s  t h e  
j e t  m o v e s  d o w n s t r e a m .
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T h e  d o u b l e t  s t r e n g t h s  i n  t h e  d e v e l o p e d  r e g i o n  o f  t h e  j e t  a r e  p l o t t e d  
i n  a n  a l t e r n a t i v e  f o r m  i n  F i g u r e  3 1 .  T h i s  s h o w s  t h a t  f o r  a  j e t  d e f l e c t e d  
t h r o u g h  a n  a n g l e  0 ,  t h e  r e s u l t i n g  d o u b l e t  s t r e n g t h  i s  2m z 6 . a 2U o ,  T h u s ,  i f  
a  j e t  i s  d e f l e c t e d  t h r o u g h  9 0 °  ( i e :  0 =  t t / 2 )  i t  e x p e r i e n c e s  a  n e t  l i f t  f o r c e  
( n o r m a l  t o  t h e  c r o s s f l o w )  e q u a l  t o  t h e  j e t  t h r u s t .
3 . 5  M a s s  F l u x  a n d  E n t r a i n m e n t  R a t e
T o  c a l c u l a t e  t h e  j e t  m a s s  f l u x  a n d  e n t r a i n m e n t  r a t e  f r o m  v e l o c i t y  f i e l d  
m e a s u r e m e n t s  t h e  j e t  b o u n d a r y  m u s t  b e  d e f i n e d  i n  s o m e  w a y .  H o w e v e r ,  t h e  
b o u n d a r y  b e t w e e n  t h e  t u r b u l e n t  f l o w  i n s i d e  t h e  j e t ,  w h e r e  t h e  v o r t i c i t y  i s  
n o n - z e r o ,  a n d  t h e  e s s e n t i a l l y  n o n - t u r b u l e n t  f l o w  o u t s i d e  t h e  j e t ,  w h e r e  t h e  
v o r t i c i t y  i s  z e r o ,  i s  c o n t i n u a l l y  m o v i n g  r a n d o m l y .  T h u s ,  t o  e v a l u a t e  s u c h  
c h a r a c t e r i s t i c s  a s  m e n t i o n e d  a b o v e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  d e f i n e  t h e  j e t  b o u n d a r y  
s t a t i s t i c a l l y ,  a l t h o u g h  t h i s  i s  c e r t a i n  t o  l e a d  t o  i n a c c u r a c i e s .  A  c o m m o n ,
a n d  e a s i l y  d e f i n e d ,  b o u n d a r y  i s  t h a t  w h e r e  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  e x c e s s  ( U  -  U o )
i s  10% o f  t h e  m a x im u m  v a l u e  w i t h i n  t h e  j e t .
U s i n g  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  i n t e g r a t e d  u p  t h e  n o r m a l
v e l o c i t i e s  o v e r  a  c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  j e t  t o  g i v e  t h e  m a s s  f l u x .  T h e i r
r e s u l t s ,  t o g e t h e r  w i t h  a n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  d e r i v e d  b y  R i c o u  a n d  S p a l d i n g  
f o r  t h e  m a s s  f l u x  i n  a  f r e e  j e t ,  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e  3 6 .  A s  e x p e c t e d ,  t h e  
m a s s  f l u x  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  a  c r o s s f l o w  b u i l d s  u p  m o r e  
r a p i d l y  t h a n  t h a t  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e t e s c e n t  s u r r o u n d s  i n d i c a t i n g  
a n  i n c r e a s e d  r a t e  o f  t u r b u l e n t  m i x i n g .  A l s o ,  a s  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  i n c r e a s e s  
s o  d o e s  t h e  m a s s  f l u x  r a t i o  a t  a n y  p o i n t  a l o n g  t h e  j e t .
K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  a l s o  e v a l u a t e d  t h e  m o m e n tu m  f l u x e s ,  i n  t h e  X  a n d  Z  
d i r e c t i o n s  b y  d e c o m p o s i n g  t h e  n o r m a l  v e l o c i t y  i n  b o t h  d i r e c t i o n s .  T h e  
Z - m o m e n t u m  f l u x  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  3 2 ,  a n d  g i v e s  a n  i n d i c a t i o n  o f  h o w  q u i c k l y  
t h e  j e t  i s  d e f l e c t e d  t o  t h e  f r e e s t r e a r n  d i r e c t i o n .
i
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U s i n g  t h e  d e t a i l e d  r e s u l t s  p r e s e n t e d  b y  T h o m p s o n  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
e v a l u a t e  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d  b y  t h e  j e t  f o r  a  n u m b e r  o f  c a s e s  
a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e .  T o  e v a l u a t e  t h e  e n t r a i n m e n t  
r a t e ,  a t  e a c h  s t a t i o n ,  t h e  n o r m a l  v e l o c i t i e s  w e r e  i n t e g r a t e d  a r o u n d  a r e a s  
b o u n d i n g  t h e  v o r t e x  c e n t r e .  T h u s ,  a s  t h e  b o u n d e d  a r e a  i n c r e a s e d  t h e  i n w a r d  
f l o w  o f  f l u i d  s h o u l d  a p p r o a c h  a  f i x e d  v a l u e ,  w h i c h  w o u l d  g i v e  t h e  e n t r a i n m e n t  
r a t e  a t  t h e  j e t  b o u n d a r y  ( s e e  F i g u r e  3 3 ) .  T h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  f o r  e a c h  o f  
t h e  v e l o c i t y  r a t i o s  2 . 3 ,  4 . 0  a n d  8 . 1  a r e  s h o w n  i n  F i g u r e s  3 3 ,  3 4  a n d  3 5 .
T h e  s i n k  s t r e n g t h ,  M j / a ,  i s  b a s e d  u p o n  t h e  n o z z l e  r a d i u s  a  a n d  t h e  m a s s  a t  t h e  
n o z z l e  e x i t .  T h i s  v a l u e  i s  o n l y  a n  a p p r o x i m a t i o n ,  f o r  s e v e r a l  r e a s o n s .
F i r s t l y ,  t h e  l a r g e s t  b o x  d o e s  n o t ,  i n  m o s t  c a s e s ,  e n c o m p a s s  t h e  w h o l e  
j e t ,  s o  t h a t  t h e  v a l u e s  o b t a i n e d  m a y  b e  s l i g h t l y  u n d e r v a l u e d .
S e c o n d l y ,  t h e  d a t a  w a s  n o t  p r e s e n t e d  w i t h  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  t o  g i v e  
a c c u r a t e  r e s u l t s ,  s i n c e  i t  i s  o n l y  t h e  c o m p a r i t i v e l y  s m a l l  o v e r a l l  i n w a r d  
f l o w  t h a t  w e  a r e  c a l c u l a t i n g  i n  e i t h e r  t h e  y  o r  z  d i r e c t i o n .
F o r  t h e  c a s e s  c o n s i d e r e d ,  i t  i s  o b s e r v e d  t h a t  t h e  m a s s  i n f l o w  d e c r e a s e s  
w i t h  i n c r e a s i n g  v e l o c i t y  r a t i o  a n d  e v e n  b e c o m e s  n e g a t i v e  ( i e :  t h e  n e t  f l u i d  
f l o w  i s  o u t  o f  t h e  j e t )  f o r  t h e  c a s e  w h e n  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  e q u a l s  8 . 1 .
T h i s  o b s e r v a t i o n ,  h o w e v e r ,  m a y  s i m p l y  b e  d u e  t o  t h e  p o s i t i o n  o f  e a c h  s t a t i o n  
a l o n g  t h e  j e t ,  r a t h e r  t h a n  a n  o v e r a l l  t r e n d .  I n  t h e  t a b l e  o v e r l e a f  t h e  a b o v e  
r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  v a l u e s  e v a l u a t e d  f r o m  e x p r e s s i o n s  d e r i v e d  b y  R i c o u  
a n d  S p a l d i n g ^ 2 2 )  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s  ( e x p e r i m e n t a l ) ,  
a n d  B r a d b u r y ^ 3 )  f 0 r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  a  m o v i n g ,  p a r a l l e l ,  f l u i d  f l o w .
T h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  a r e  d i s c u s s e d  i n  d e t a i l  i n  A p p e n d i x  1 a n d  C h a p t e r  5 . 6 .
. • . dM . .
T h e  r a t e  o f  c h a n g e  o f  m a s s  w i t h i n  t h e  j e t ,  i s  e x p r e s s e d  m  t e r m s  o f
t h e  m a s s  a t  t h e  n o z z l e ,  M j „
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R i c o u  &
S p a l d i n g  
( s t i l l  a i r )
Q . 1 6M j  
a
Q . 1 6M j  
a
0 . 1 6M j  
a
I t  i s  s e e n  t h a t  i n  e a c h  c a s e  T h o m p s o n ' s  r e s u l t s  a r e  c o n s i d e r a b l y  l o w e r  
t h a n  t h e  g e n e r a l l y  a c c e p t e d  r e s u l t s  o f  R i c o u  a n d  S p a l d i n g ,  f o r  a  j e t  
e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s .  H o w e v e r ,  i t  s h o u l d  b e  r e a l i s e d  t h a t  
R i c o u  a n d  S p a l d i n g  c o n s t r u c t e d  a n  e x p r e s s i o n  b a s e d  o n  a  c o n s t a n t  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  m a s s  a l o n g  t h e  j e t  p a t h ,  w h e r e a s ,  i n  t h e  c r o s s f l o w  c a s e  t h e  r a t e  
o f  c h a n g e  o f  m a s s  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  e x p r e s s i o n  o f  R i c o u  a n d  S p a l d i n g  i n  
t h e  d e v e l o p m e n t  r e g i o n s  o f  t h e  j e t  ( s e e  F i g u r e  3 6 ) ,  b u t  d e c r e a s e s  s i g n i f i c a n t l y  
a s  t h e  j e t  m o v e s  d o w n s t r e a m .  A  l o n g  w a y  d o w n s t r e a m ,  w h e r e  t h e  j e t  i s  a l m o s t  
p a r a l l e l  t o  t h e  c r o s s f l o w  a n d  t h e  v o r t i c e s  a r e  c o n s i d e r a b l y  d i f f u s e d ,  t h e  
c r o s s f l o w  j e t  w o u l d  b e  e x p e c t e d  t o  s p r e a d  a t  a  r a t e  f a i r l y  c l o s e  t o  t h e  
e x p r e s s i o n s  d e r i v e d  b y  B r a d b u r y  f o r  a  j e t  i n  a  c o - f l o w i n g  s t r e a m .  T h e  
r e s u l t s  a b o v e  a r e  t o o  s p a r s e  t o  d r a w  a n y  f i r m  c o n c l u s i o n s  f r o m ;  h o w e v e r  t h e y  
d o  a p p e a r  t o  s u p p o r t  t h e  i d e a  t h a t  t h e  s p r e a d i n g  o f  t h e  j e t  s l o w s  d o w n  v e r y  
c o n s i d e r a b l y  i n  t h e  d e v e l o p e d  r e g i o n s  o f  t h e  j e t .  A  v e r y  i n t e r e s t i n g  o b s e r ­
v a t i o n  i s  t h a t  t h e  j e t  d o e s  n o t  a l w a y s  a c t  a s  a  ’ s i n k ’ b u t  c a n  a l s o  a c t  a s  
a  1 s o u r c e ' .
V e l o c i t y  D i s t a n c e  a l o n g  T h o m p s o n  -
R a t i o ,  m j e t  a x i s ,  6/ a  ‘ E x p e r i m e n t a l B r a d b u r y
2 . 3 2 3 0 . 0 5 8 M j  
a
0 . 0 1 3 M  j  
a
4 . 0 4 8 0.029M j 
a
0 . 0 1 4 M J .
cl
7 0 •->—0 . 0 4  M j  
a
0 . 0 2 5 M  j  
a
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3 . 6  I n d u c e d  P r e s s u r e  D i s t r i b u t i o n
T h i s  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  j e t  f l o w  p h e n o m e n o n  h a s  r e c e i v e d  c o n s i d e r a b l e  
i n t e r e s t  s i n c e  i t  i s  t h i s  i n d u c e d  p r e s s u r e  o n  t h e  a i r c r a f t  w i n g  w h i c h  i s  
t h e  c a u s e  o f  a l l  t h e  s t a b i l i t y  p r o b l e m s  e x p e r i e n c e d  w i t h  V / S T O L  a i r c r a f t .
T h u s ,  t h e  k n o w l e d g e  o f  t h i s  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  h e n c e  t h e  l i f t  l o s s  a n d  
p i t c h i n g  m o m e n t  i s  o f  g r e a t  i m p o r t a n c e  t o  t h e  a i r c r a f t  d e s i g n e r .  T h e r e  a r e  a  
n u m b e r  o f  r e p o r t s  a n d  p a p e r s  w h i c h  h a v e  i n v e s t i g a t e d  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  
d i s t r i b u t i o n  o n  a i r c r a f t  m o d e l s  a n d  t h e s e  a r e  l i s t e d ,  a l o n g  w i t h  m a n y  o t h e r  
p a p e r s ,  b y  R a n s o m ^ 2 2 ) .
T h e  m a j o r i t y  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  c o v e r i n g  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u ­
t i o n  o n  a  f l a t  p l a t e ,  w h i c h  i s  o f  i n t e r e s t  i n  t h i s  s t u d y ,  i s  f o r  a  c i r c u l a r  
j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w ,  a l t h o u g h  l i m i t e d  d a t a  i s  a l s o  a v a i l ­
a b l e  f o r  e l l i p t i c  n o z z l e s  a n d  f o r  j e t s  e x h a u s t i n g  o t h e r  t h a n  n o r m a l l y  i n t o  
t h e  c r o s s f l o w  ( T h o m p s o n ^ 3 )  a n d  T a y l o r ^ 2 ) ) .
F r o m  a  d i m e n s i o n a l  a n a l y s i s  o f  t h i s  f l o w  p r o b l e m  ( B r a d b u r y  a n d  W o o d ^ 2 ^ ) ,  
a n d  a s s u m i n g  l a r g e  R e y n o l d s  n u m b e r  a n d  i n c o m p r e s s i b l e  f l o w ,  t h e  m a i n  p a r a m e t e r  
c o n t r o l l i n g  t h e  f l o w  i s  t h e  v e l o c i t y  r a t i o ,  n n  T h e  s u i t a b i l i t y  o f  t h e s e  
a s s u m p t i o n s  c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  s t u d y  o f  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e s  o n  a  
f l a t  p l a t e .
3 . 6 . 1  R e y n o l d s  N u m b e r
T h e  R e y n o l d s  N u m b e r  f o r  t h i s  f l o w  i s  d e f i n e d  b y  R e  -  U o D / v .  ( 3 . 7 )
A  n u m b e r  o f  a u t h o r s  h a v e  i n v e s t i g a t e d  t h e  e f f e c t  o f  R e y n o l d s  n u m b e r  o n  
t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  b y  m a i n t a i n i n g  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y  
r a t i o  a n d  v a r y i n g  t h e  c r o s s f l o w  a n d  j e t  v e l o c i t i e s ,  f o r  a  p a r t i c u l a r  
t u n n e l  a n d  n o z z l e  r a d i u s ,  a .
T h e  e f f e c t  o f  v a r y i n g  t h e  j e t  M a c h  n u m b e r ,  a n d  h e n c e  t h e  R e y n o l d s  
n u m b e r ,  w h i l s t  m a i n t a i n i n g  c o n s t a n t :  v e l o c i t y ' r a t i o s  o f  4  a n d  8 , i s  
s h o w n  i n  F i g u r e s  3 7  a n d  3 8  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  s t u d y  b y  F e r n  a n d  W e s t o n / 2 3 ^
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c o n c l u d e d  t h a t  v a r y i n g  t h e  j e t  M a c h  n u m b e r  i n  t h e  r a n g e  0 . 4 5  0 . 9 6
h a s  o n l y  a  s m a l l  e f f e c t ,  c o m p a r e d  w i t h  t h a t  o f  v a r y i n g  t h e  v e l o c i t y  
r a t i o ,  e x c e p t  i n  t h e  w a k e  o f  t h e  j e t .
T h o m p s o n  o b s e r v e d  t h a t ,  a  d o u b l i n g  o f  t h e  c r o s s f l o w  v e l o c i t y ,  
w h i l s t  m a i n t a i n i n g  a  c o n s t a n t  v e l o c i t y  r a t i o ,  m a d e  o n l y  s m a l l  d e t a i l  
d i f f e r e n c e s  t o  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  p r e s e n t e d  i n  t h e  f o r m  o f  ( C p , r / a )  
v e r s u s  ( r / a ) . I t  w a s  a l s o  n o t e d  t h a t  a  t w o - f o l d  i n c r e a s e  i n  R e y n o l d s  
n u m b e r  h a s  n e g l i g i b l e  e f f e c t  o n  i n t e r f e r e n c e  s u c t i o n  f o r c e s  e v a l u a t e d  
a r o u n d  t h e  j e t .
T h e s e  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t ,  p r o v i d e d  b o t h  t h e  j e t  f l o w  a n d  t h e  
w a l l  b o u n d a r y  l a y e r  a r e  t u r b u l e n t ,  t h e  r e s u l t s  o f  s m a l l  s c a l e  t e s t s  w i l l  
b e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  f u l l  s c a l e  f l o w .
3 . 6 . 2  F l a t  P l a t e  B o u n d a r y  L a y e r
A  n u m b e r  o f  a u t h o r s  ( R e f s  2 ,  8 a n d  2 3 )  h a v e  f o u n d  t h a t  c h a n g i n g  
t h e i r  t e s t  c o n d i t i o n s  h a s  l i t t l e  e f f e c t  u p o n  t h e  b e h a v i o u i  o f  t h e  
b o u n d a r y  l a y e r  o n  t h e  p l a t e ,  t h e  m o m e n tu m  t h i c k n e s s ,  6 ,  m e a s u r e d  v a r y ­
i n g  f r o m  6/a . =  0 . 4  ->- 0 . 1 5 .  T h o m p s o n  s t u d i e d  t h e  e f f e c t  o f  b o u n d a r y  
l a y e r  f u r t h e r  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s u c t i o n  o n  t h e  f l a t  p l a t e .  T h e  
e f f e c t  o f  t h e  w a l l  b o u n d a r y  l a y e r  v e l o c i t y  p r o f i l e s  i s  s h o w n  i n  F i g u r e  3 9 .  
T h e  i n d u c e d  p r e s s u r e s  w e r e  g e n e r a l l y  o n l y  s l i g h t l y  a f f e c t e d  b y  t h i s  
c h a n g e  i n  b o u n d a r y  l a y e r  t h i c k n e s s .  T h e  e x c e p t i o n  w a s  f o r  a  v e l o c i t y  
r a t i o  o f  4 ( F i g u r e  3 Z )  w h e r e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s u c t i o n  p r o d u c e d  s i g ­
n i f i c a n t l y  l a r g e r  n e g a t i v e  p r e s s u r e s  i n  t h e  w a k e  r e g i o n  b e h i n d  t h e  j e t .
T h u s ,  v a r y i n g  t h e  b o u n d a r y  l a y e r  m o m e n tu m  t h i c k n e s s  m a k e s  o n l y  
s m a l l  d e t a i l  c h a n g e s  t o  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  
t e s t s  s h o u l d  t h e r e f o r e  b e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  p r a c t i c a l  j e t  l i f t  i n s t a l ­
l a t i o n s  w h e r e  t h e  m o m e n tu m  t h i c k n e s s  i s  o f  t h e  o r d e r  6/ a  -  0.02 - > -0 . 2.^
3 „ 6<.3 T h e  I n d u c e d  P r e s s u r e  D i s t r i b u t i o n  a b o u t  a  C i r c u l a r  N o z z l e
A  n u m b e r  o f  r e s e a r c h e r s  h a v e  m e a s u r e d  t h i s  i n d u c e d  p r e s s u r e  
a b o u t  a  c i r c u l a r  n o z z l e  u s i n g  a  v a r i e t y  o f  w i n d  t u n n e l  a n d  n o z z l e  s i z e s .  
C o m p a r i s o n s ,  b a s e d  u p o n  C p  c o n t o u r s ,  f o r  n o m i n a l  v e l o c i t y  r a t i o s  o f  2 ,
4 ,  8 a n d  1 2 ,  a r e  m a d e  b e t w e e n  B r a d b u r y  a n d  W o o d ^ 2 ) ,  T h o m p s o n ^ 3 ) , F e r n  
a n d  W e s t o n ^ 2 3 ) ,  M o s h e r ( 3 4 )  a r K j  S o u l l i e r ( 2 - £ »
A. c o m p a r i s o n  o f  c o n d i t i o n s  u n d e r  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  
c o n d u c t e d  i s  g i v e n  a t  t h e  e n d  o f  t h i s  s e c t i o n  ( T a b l e  3 A ) .
T h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s ,  p r e s e n t e d  i n  c o n t o u r  f o r m ,  
f r o m  t h e  a b o v e  a u t h o r s  a r e  c o m p a r e d  f o r  t h e  v e l o c i t y  r a t i o s  2 , 4 ,  8 a n d  
1 2  i n  F i g u r e s  4 0 ,  4 1 ,  4 2  a n d  4 3  r e s p e c t i v e l y ,
3 . 7  S u c t i o n  F o r c e  a n d  P i t c h i n g  M o m e n t
3 . 7 . 1  E v a l u a t i o n  o f  S u c t i o n  F o r c e  C s ,  a n d  P i t c h i n g  M o m e n t , Cm
T h e  i n d u c e d  s u c t i o n  f o r c e ,  C s ,  a n d  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t ,  C m , o n  
a n  i n f i n i t e  f l a t  p l a t e  a r e  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  5 . 4 6  a n d  5 . 4 7  
r e s p e c t i v e l y ,  A  p o s i t i v e  s u c t i o n  f o r c e  i s  o n e  w h i c h  a c t s  i n  t h e  Z  
d i r e c t i o n ,  a w a y  f r o m  t h e  i n f i n i t e  w a l l ,  a n d  a  p o s i t i v e  p i t c h i n g  m o m e n t  
i s  o n e  w h i c h  a c t s  n o s e  u p w a r d  o n  a n  a i r c r a f t  a n d  i s  e v a l u a t e d  a b o u t  
t h e  Y  a x i s .
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T h e  e x p r e s s i o n s  f o r  C s  a n d  Cm  a r e  e v a l u a t e d  o v e r  c i r c u l a r  a r e a s  
s u r r o u n d i n g  t h e  n o z z l e  f r o m  d a t a  s u p p l i e d  b y  v a r i o u s  a u t h o r s .  F o r  t h e  
c a s e  o f  a  c i r c u l a r  j e t  e x h a u s t i n g  a t  9 0 °  i n t o  a  c r o s s f l o w  s e v e r a l  a u t h o r s  
h a v e  u n d e r t a k e n  t h e  n e c e s s a r y  e x t e n s i v e  w i n d  t u n n e l  t e s t s  r e q u i r e d  t o  
e v a l u a t e  t h e  a b o v e  j e t  i n t e r f e r e n c e  c h a r a c t e r i s t i c s  o n  a n  i n f i n i t e  w a l l .
A  n u m b e r  o f  t h e s e  a u t h o r s  h a v e  e v a l u a t e d  C s  a n d  Cm ( e g :  T h o m p s o n ) ,  w h i l s t  
o t h e r s  h a v e  s u p p l i e d  t a b l e s  o f  p r e s s u r e  c o e f f i c i e n t s  o n  t h e  f l a t  p l a t e  
( e g :  F e r n  a n d  W e s t o n ^ 2 ^ ) )  w h i c h  h a v e  b e e n  u s e d  i n  t h i s  s t u d y  t o  c a l c u l a t e  
C s  a n d  C m .
3 • I • ^  D i s c u s s i o n  o f  R e s u l t s
F o l l o w i n g  t h e  s i m i l a r i t y  a r g u m e n t s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  5 . 8  
a n d  t h e  w o r k  o f  B r a d b u r y ( 3 8 )  th e .  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  
i n  t h e  f o r m  o f  C s / m 2 a n d  C m / m2 v s  r / ( k m ^ a ) .  I f  d a t a  c o l l a p s e s  s a t i s f a c t o r i l y
m o d e l l i n g  t h e s e  f l o w  c h a r a c t e r i s t i c s  w i l l  b e  s i m p l i f i e d  a n d  l e s s  d e p e n d e n t  u p o n  
e x p e r i m e n t a l  d a t a .  T h e  v a l u e  r / ( k n Y a )  r e p r e s e n t s  t h e  r a d i u s
o f  t h e  c i r c u l a r  a r e a  a r o u n d  t h e  j e t  o v e r  w h i c h  t h e  a b o v e  c h a r a c t e r i s t i c s  
a r e  e v a l u a t e d .  T h i s  v a l u e  i s  b a s e d  u p o n  t h e  e x p r e s s i o n  d e s c r i b i n g  t h e  
j e t  v o r t e x  p a t h  ( s e e  C h a p t e r  3 . 1 ) .
X o  
k m P a
T h e  e x p o n e n t  q  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  i s  t h e  o n l y  i n p u t  n e c e s s a r y  
w h e n  u s i n g  t h e  s i m i l a r i t y  l a w s  t o  c a l c u l a t e  C s  a n d  C m , w h i c h  a r e  
p r e s e n t e d ,  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i n  F i g u r e s  4 4  -> 4 7 .
F i g u r e  4 4  s h o w s  t h a t  f o r  C s  t h e  r e s u l t s  o f  B r a d b u r y  a n d  W o o d  a g r e e  
w e l l  w i t h  t h o s e  o f  T h o m p s o n .  B o t h  s e t s  o f  r e s u l t s  a l s o  a g r e e  r e a s o n a b l y  
w e l l  w i t h  t h e  n u m e r i c a l l y  c a l c u l a t e d  c u r v e ,  a l t h o u g h  i n  g e n e r a l  t h i s  
h a s  a  s l i g h t l y  l o w e r  v a l u e  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  F i g u r e  4 5  
s h o w i n g  t h e  r e s u l t s  o f  T a y l o r  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  o f  F e r n  a n d  W e s t o n ( - 3 )  
a l s o  c o n f i r m s  t h i s  o b s e r v a t i o n .
[ k m P a ]
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T a y l o r ,  w h i l s t  c o n d u c t i n g  h i s  e x p e r i m e n t s ,  f o u n d  d i f f i c u l t y  
o b t a i n i n g  s u f f i c i e n t  a c c u r a c y  i n  h i s  p r e s s u r e  r e a d i n g s  o n  t h e  f l a t  
p l a t e .  T h u s ,  w h e n  e v a l u a t i n g  C s  a n d  C m , a b o v e ,  h e  i n c u r r e d  s i g n i f i c a n t  
i n a c c u r a c i e s  i n  C p  x  r / a ,  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  l o w e r  v e l o c i t y  r a t i o s  
w h e r e  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e s  w e r e  l o w e s t ,  a t  d i s t a n c e s  o f  g r e a t e r  t h a n  
t e n  j e t  r a d i i  f r o m  t h e  n o z z l e .  T h i s  a c c o u n t s  f o r  t h e  s l i g h t l y  lo w  
v a l u e s  o f  C s  f o r  v e l o c i t y  r a t i o s  o f  4 a n d  6 d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  h e  
e v a l u a t e d  C s  o n l y  u p  t o  t e n  j e t  r a d i i  f r o m  t h e  n o z z l e .
F i g u r e  4 6  s h o w s  r e s u l t s  o f  t h e  a b o v e  a u t h o r s  f o r  l a r g e r  v a l u e s  
o f  r / ( l c m P a ) .  T h e s e  r e s u l t s  a r e  s t i l l  s l i g h t l y  g r e a t e r  t h a n  t h e  p r o ­
g r a m m e d  c u r v e ,  d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  t h i s  c u r v e  i s  l e v e l l i n g  o f f .  A  
s i m p l e  c h e c k  c a n  b e  m a d e  t o  s e e  h o w  m u c h  o f  t h e  i n d u c e d  f o r c e ,  d u e  t o  
t h e  j e t ,  l i e s  w i t h i n  t h e  a r e a  o v e r  w h i c h  C s  i s  e v a l u a t e d .
P r o v i d e d  t h a t  t h e  j e t  e v e n t u a l l y  b e c o m e s  p a r a l l e l  t o  t h e  w a l l , *  
t h e  t o t a l  f o r c e  o n  t h e  i n f i n i t e  w a l l ,  S ,  w i l l  b e  g i v e n  b y  t h e  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  m o m e n tu m  i n  t h e  Z  d i r e c t i o n ,  w h i c h  i n  t h i s  c a s e  ( f o r  a  j e t  
e x h a u s t i n g  n o r m a l l y )  i s  t h e  j e t  t h r u s t  J .
C s
S  J
| p U o2TTa2 | p U o2TTa2
N o w , a s s u m i n g  t h a t  t h e  j e t  e x p a n d s  t o  t h e  f r e e  s t r e a m  s t a t i c
p r e s s u r e ,
J p 7 ra 2U j  2
C s
2.
fo r
*  C o n v e n t i o n a l  t h e o r y  i n d i c a t e s  t h a t Aa  t r a i l i n g  v o r t e x  s h e e t  l o a d e d  
e l l i p t i c a l l y , f o r  m in im u m  i n d u c e d  d r a g , i n  t h e  T r e f f t z  p l a n e  t h e  
i n d u c e d  i n c i d e n c e  a n g l e  o f  t h e  v o r t e x  i s  45°  t o  t h e  c r o s s f l o w .  
T h i s  a n a l y s i s  i s  c l e a r l y  n o t  v a l i d  i n  t h i s  c a s e .
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F r o m  F i g u r e  4 6  i t  c a n  be. s e e n  t h a t  f o r  l o w  v e l o c i t y  r a t i o s  
i n t e g r a t e d  u p  o v e r  a r e a s  o f  a b o u t  1 5  j e t  r a d i i  f r o m  t h e  n o z z l e  85%  
o f  t h e  t o t a l  s u c t i o n  f o r c e  a c t s  w i t h i n  t h i s  a r e a .  I f  e x p e r i m e n t s  w e r e  
c o n d u c t e d  i n  l a r g e r  w i n d  t u n n e l s ,  o r  w i t h  s m a l l e r  n o z z l e s  ( t h i s  w o u l d  
m a k e  p r e s s u r e  r e a d i n g s  m o r e  d i f f i c u l t ) ,  i t  w o u l d  a l s o  b e  p o s s i b l e  t o  
c o v e r  t h i s  p r o p o r t i o n  o f  s u c t i o n  f o r c e  f o r  t h e  l a r g e r  v e l o c i t y  r a t i o s .  
H o w e v e r ,  i t  i s  u n l i k e l y  t h a t  a l l  t h e  s u c t i o n  f o r c e  c o u l d  b e  a c c o u n t e d  
f o r  w i t h o u t  t a k i n g  i n t o  c o n s i d e r a t i o n  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e s  o n  t h e  
r e m a i n i n g  w a l l s  o f  t h e  w i n d  t u n n e l .
I f  t h e  p r o g r a m m e d  c u r v e  i s  e x t e n d e d  b e y o n d  r / ( k m P a )  =  1 3 ,  t h e  
v a l u e  o f  C s  b e g i n s  t o  d e c r e a s e  a f t e r  r e a c h i n g  a  m a x im u m  o f  1 . 6 m 2 .
F i g u r e  4 7  s h o w s  s o m e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t ,  
a g a i n  f o r  a  c i r c u l a r  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w .  T h e  
c o l l a p s e  o f  r e s u l t s  f r o m  a l l  t h r e e  a u t h o r s  i s  n o t  a s  g o o d  a s  t h a t  f o r  
t h e  s u c t i o n  f o r c e  c o e f f i c i e n t .  T h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  r e a s o n s  f o r  t h i s .  
F i r s t l y ,  a s  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  i s  e v a l u a t e d  a b o u t  t h e  Y  a x i s  s m a l l  
d i f f e r e n c e s  i n  t h e  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  n e a r  t h e  X  a x i s  a t  a  c o n s i d e r ­
a b l e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  n o z z l e  c a n  h a v e  a  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  u p o n  t h e  
p i t c h i n g  m o m e n t .  T h u s ,  s u c h  a r e a s  a s  t h e  u n s t a b l e  w a k e  b e h i n d  t h e  j e t  
f r o m  w h i c h  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  o b t a i n  c o n s i s t e n t  r e s u l t s  f r o m  e x p e r i m e n t ,  
n o t  o n l y  c a u s e s  d i f f e r e n c e s  w h e n  c o m p a r i n g  r e s u l t s  o f  t h e  a b o v e  a u t h o r s  
b u t  a l s o  a d v e r s e l y  a f f e c t s  t h e  c o l l a p s e  o f  a n y  o n e  a u t h o r ' s  r e s u l t s .
A n o t h e r  f a c t o r  a f f e c t i n g  t h e  c o l l a p s e  o f  t h e  a b o v e  r e s u l t s  i s  t h e  
c h a n g e  i n  d i s t r i b u t i o n  o f  i n d u c e d  p r e s s u r e  o n  t h e  f l a t  p l a t e  d u e  t o  a  
c h a n g e  o f  v e l o c i t y  r a t i o .  F o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s  t h e  s i n k  e f f e c t  
o f  t h e  j e t  i s  c o n s i d e r a b l e  a n d  a c t s  t o  d e c r e a s e  t h e  u p s t r e a m  p r e s s u r e s  
s u r r o u n d i n g  t h e  j e t ,  t h u s  d e c r e a s i n g  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t .  I n  t h e  c a s e  
o f  t h e  l o w e r  v e l o c i t y  r a t i o s  ( l e s s  t h a n  4= 6) ,  w h e r e  t h e  s i n k  e f f e c t  i s  
s m a l l ,  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  i s  a l w a y s  p o s i t i v e ,  b u t  w h e n  t h e  v e l o c i t y  r a t i o
r i s e s  a b o v e  10,  d u e  t o  t h e  s i n k  e f f e c t ,  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  i s  i n v a r i a b l y  
n e g a t i v e .  T h e  e x a c t  v a l u e  o f  v e l o c i t y  r a t i o  a t  w h i c h  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  
c h a n g e s  f r o m  p o s i t i v e  t o  n e g a t i v e  i s  m o r e  d i f f i c u l t  t o  d e f i n e  a s  i t  
v a r i e s  w i t h  e a c h  a u t h o r .  A s  m e n t i o n e d  a b o v e ,  i t  i s  e a s i l y  a f f e c t e d  b y  
t h e  m e a s u r e d  w a k e  a n d  o t h e r  s m a l l  d i f f e r e n c e s  i n  e x p e r i m e n t a l  d e t a i l  
s u c h  a s  t h e  s h a p e  o f  t h e  j e t  v e l o c i t y  p r o f i l e  a s  i t  l e a v e s  t h e  n o z z l e  
w h i c h  c a n  a f f e c t  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i n d u c e d  p r e s s u r e  o n  t h e  f l a t  p l a t e .
T h e  s i m i l a r i t y  e x p r e s s i o n ,  a l s o  s h o w n  i n  F i g u r e  4 7 ,  d o e s  n o t  
a p p e a r  t o  g i v e  a n y  u s e f u l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t r u e  p i t c h i n g  m o m e n t .
T h i s  i s  n o t  e n t i r e l y  s u r p r i s i n g ,  s i n c e  t h e  p o t e n t i a l  m o d e l  u p o n  w h i c h  
t h i s  s i m i l a r i t y  e x p r e s s i o n  i s  b a s e d  i n  t h i s  c a s e  d o e s  n o t  a t t e m p t  t o  
a c c o u n t  f o r  j e t  e n t r a i n m e n t  o r  n o z z l e  s h a p e  a n d  i s  a l s o  u n a b l e  t o  
s i m u l a t e  t h e  t u r b u l e n t  w a k e  b e h i n d  t h e  j e t .
H o w e v e r ,  b e a r i n g  i n  m i n d  t h e  a b o v e  p o i n t s ,  t h e  l i m i t e d  c o l l a p s e  
o f  d a t a  f o r  t h e  l o w e r  v e l o c i t y  r a t i o s  i s  e n c o u r a g i n g ,  s i n c e  i t  s h o w s  
t h a t  e x p r e s s i n g  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  i n  s i m i l a r i t y  t e r m s  c o u l d ,  i f  u s e d  
c a r e f u l l y ,  b e  o f  u s e  w h i l s t  a n a l y s i n g  t h i s  j e t  i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n .  
S u b t r a c t i n g  t h e  c o n t r i b u t i o n s  d u e  t o  j e t  e x t r a i n m e n t  f r o m  t h e  a b o v e  d a t a  w o u  
u n d o u b t e d l y  i m p r o v e  t h e  c o l l a p s e  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  
h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s . T h i s ,  h o w e v e r ,  * n e c e s s i t a t e s  a  k n o w l e d g e  o f  t h e  
s i n k  s t r e n g t h  o f  t h e  j e t  w h i c h  i s  n o t  s u f f i c i e n t l y  w e l l  d e f i n e d  a t  p r e s e n t .
D e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  a r e  n o t  
t o o  e n c o u r a g i n g ,  t h e  e x c e l l e n t  c o l l a p s e  o f  r e s u l t s  f o r  t h e  s u c t i o n  f o r c e  
g i v e s  g r e a t  s u p p o r t  t o  t h e  s i m i l a r i t y  a n a l y s i s  o f  t h e  j e t  i n t e r f e r e n c e  
p h e n o m e n o n .  T h u s ,  f o r  a  c i r c u l a r  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s -  
f l o w ,  g i v e n  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  o f  t h e  j e t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  t h e  
i n d u c e d  s u c t i o n  f o r c e  w i t h i n  a n y  c i r c u l a r  a r e a  s u r r o u n d i n g  t h e  j e t  w i t h  
a  f a i r  d e g r e e  o f  c o n f i d e n c e .
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H o w e v e r ,  i f  e i t h e r  t h e  j e t  s h a p e  o r  i t s  i n c l i n a t i o n  t o  t h e  c r o s s -  
f l o w  i s  c h a n g e d ,  t h e  e x p o n e n t  q  i n  e q u a t i o n  3 . 2  w o u l d  p r o b a b l y  a l s o  
c h a n g e ,  a s  w o u l d  t h e  c o n s t a n t s  lc  a n d  p ,  m a k i n g  i t  n e c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  
a  n e w  c u r v e .  U n f o r t u n a t e l y ,  f o r  c a s e s  o t h e r  t h a n  a  j e t  e x h a u s t i n g  
n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w ,  t h e  v o r t e x  p a t h  h a s  n o t  b e e n  d e f i n e d  b y  
e x p e r i m e n t ,  a n d  s o  t h e  f e w  r e s u l t s  a v a i l a b l e  f o r  t h e s e  c a s e s  a r e  p r e ­
s e n t e d  i n  t h e  a l t e r n a t i v e  f o r m  o f  C s / n f  a n d  C m / i r ? v s .  r / a  i n  F i g u r e s  4 8  
a n d  4 9 .
S i n c e  m a n y  o f  t h e  r e s u l t s  f o r  C s  a n d  C m , f o r  a  c i r c u l a r  j e t  
e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w ,  h a v e  n o t  b e e n  p r e s e n t e d  p r e v i o u s l y ,  
t h e y  a r e  t a b u l a t e d  o v e r l e a f ,  T a b l e  3 B .
/
T a b l e  3 A  E X P E R I M E N T A L  T E S T  C O N D I T I O N S
A u t h o r
B r a d b u r y  
& W o o d
R e f ,
W in d  T u n n e l  
D i m e n s i o n s  
(m)
3 . 5  x  2 „ 6
N o z z l e
D i a m e t e r
( i n )
1
C r o s s f l o w  V e l o c i t y  
V e l o c i t y  R a t i o ,  m 
U o  ( m / s e c )
2 0 + 4 0 2+12
F e r n  
& W e s t o n
2 3 4 . 4  x  6.6 2 3 + 6 6 2->-10
F e r n
& W e s t o n
1 5  4 . 4  x  6.6 3 0 + 6 0 3 + 1 0
J o r d i n s o n  1 1  1 . 5  x  0 . 9  0 . 5 + 1  4 + 8
4  0 . 7  x  0 . 7  0 . 2 5  6 + 1 0  4 + 8
K a m o t a n i  
& G r e b e r
I C e f f  e r  
& B a i n e s
1 3  1 , 2  x  2 . 4  0 . 3 7 5  2  2 + 1 0
M o s h e r  2 4  2  2 + 7 2  4 + 1 2
M u r d o c h  1 6  0 . 5 5  x  0 . 5 5  1 1 2 + 1 8  2->7
P a t r i c k  1 8  0 . 5  x  0 . 1 5  0 . 1 2 8 + 0 . 3 9 4  <8 8 + 5 0
P I a t t e n  
& K e f f e r
P r a t t e  
& B a i n e s
R i c o u
& S p a l d i n g  
T a y l o r
14' 0 . 2 5 <6
2 9
17 0 . 8 x 1 . 1
0 . 1 5 8 + 0 . 3 6 2  1
0 . 0 6 2 5 + 1 . 2 5  < 1 2
0 . 2 5  1 5 . 2 5
4 + 8  
3 + 3 5  
f r e e  j e t  
4 + 1 2
T h o m p s o n  8 1 . 5  x  1 . 2 12 2+20
R e y n o l d s  N u m b e r
s . i . io^ hs. s . kY
1. 5.10  5+4 . 5.10  5 
2 , 0 , 1 0 5+ 4 . 1 . 1 0 5
2 . 5 . 1 0 3+ 4 .103 
1. 2 . 103 
7 . 103+ 2 . 5 . 10s 
2 . 1 . 1 0 t* + 3 , 1 . 1 0 ‘* 
1 . 7 . 1 0 3+ 3 . 3 . 1 0 * *
2 . 6 . 103
2 .5 .10z+2.2 .104 
1 . 4 . 1 0 3+ 2 . 8 . 1 0 lt 
6 . 6. 103 
2 . 1. 10*
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T a b l e  3 B  S U C T I O N  F O R C E  A N D  P I T C H I N G  M OM ENT
C O E F F I C I E N T S  F O R  A  J E T  E X H A U S T I NG 
N O R M A L L Y  I N T O  A  C R O S S F L O W
( i )  R e s u l t s  o f B r a d b u r y  a n d  W o od ( 2)
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
3 1 . 0 3 1 . 0 3 1 . 0 1 1 . 3
C s / m 2 0.01 0 . 0 3 0 . 0 6 0 . 0 8
C m / m2 - 0.01 - 0.10 - 0 . 2 6 - 0 . 0 4
r
0 . 4 3 1 m  i-o a
0.02 0 . 0 5 0 . 0 7 0 . 1 5
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
4 . 0 4 . 0 4 . 0 2.0
C s / m 2 0 . 6 9 1.10 1 . 3 1 1 . 2 3
C m / m2 0 . 6 3 1 . 9 2 2 . 9 9 3 . 2 8
r
0 . 4 3 1 m 1*8 a
0 . 9 6 1 . 9 1 2 . 2 6 3 . 3 3
( i i )  R e s u l t s  o f  T h o m p s o n ^ 3 )
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
2 0 . 3 2 0 . 3 2 0 . 3 2 0 . 3
C s / m 2 0.02 0 . 0 4 0 . 1 3 0 . 2 5
C m /m2 - 0.02 - 0 . 0 9 - 0 . 4 4 - 1 . 4 7
r
0 . 4 3 1 m  t s  a
0 . 0 4 0 . 0 8 0 . 1 6 0 . 2 9
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
12.2 12.2 12.2 12.2
C s / m 2 0 , 0 5 0 . 1 4 0 . 3 3 0 . 5 9
C m / m2 - 0 . 0 3 - 0.20 - 0 . 6 7 - 2.02
r
0 . 4 3 1
0.10 0.21 0 . 4 1 0 . 7 2
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
4 . 0 4 . 0 4 . 0 4 . 0
C s / m 2 0 . 6 3 1.10 1 . 5 0 1 . 8 0
C m / m2 0 . 6 3 2 . 1 3 4 . 5 0 8 . 1 3
r
0 . 4 3 1 m 1,0 a 0 . 7 7 1 . 5 3 3 . 0 6 5 . 3 6
1 1 . 3 1 1 . 3 8.0 8.0 8.0
0 . 1 9 0 . 3 2 0 . 1 7 0 . 3 8 0 . 5 4
- 0 . 2 4 - 0 . 5 9 - 0.01 - 0 . 1 4 - 0 . 2 5
0 . 3 0 0 . 4 4 0 . 2 7 0 . 5 5 0 . 8 2
2.0 2.0
1 . 5 3 1 . 7 8
8 . 2 8 1 3 . 0 2
6.66 9 . 9 9
1 6 . 2 1 6 . 2 1 6 . 2 1 6 . 2
0 . 0 3 0 . 0 7 0.20 0 . 3 8
- 0 . 0 3 - 0 . 1 4 - 0 . 5 4 - 1 . 7 5
0 . 0 6 0.12 0 . 2 6 0 . 4 3
8.0 8.0 8.0 8.0
0 . 1 5 0 . 3 3 0 . 6 3 0 . 9 8
0 . 0 3 - 0 . 0 6 - 0 . 4 1 - 1 . 1 9
0.22 0 . 4 4 0.88 1 . 5 4
2 . 3 2 . 3 2 . 3 2 . 3
0 . 8 3 1 . 5 1 1.66 2 . 0 4
1 . 8 9 6 . 0 5 1 0 . 5 9 2 0 . 4 1
2 . 0 7 4 . 1 4 8 . 2 9 1 4 . 5 1
3,24
( i i i ) R e s u l t s  o f  F e r n  a n d  W e s t o n ^ 2 3 )
V e l o c i .  t y  
R a t i o ,  m
C s / m 2
C m /m2
 r _
0 . 4 3 1 m 178 a
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
C s / m 2
C m / m2 
r
0.431m1,g£
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
C s / m 2
C m /m2 
r
0 . 4 3 1 m 1-8 a
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
C s / m 2
C m /m
r
V e l o c i t y  
R a t i o ,  m
C s / m 2
_ _ r_
0 .43i.nvl'8a
1.0.0 10.0 10.0 10.0 10.0 8.0 8.0 8.0 8.0
0 . 0 9 0.12 0.21 _ 0 . 2 6 0 . 3 0 0 . 1 7 0 . 2 3 0 . 3 7 0 . 4 4
0.01 - 0.01 “ 0 . 0 6 - 0 . 1 4 - 0.20 0 . 0 4 0 . 0 5 0 . 0 5 0 . 0 5
0 . 1 5 0 . 1 8 0 . 2 9 0 . 3 7 0 . 4 4 0.22 0 . 2 7 0 . 4 4 0 . 5 5
7 . 0 7 . 0 7 . 0 7 . 0 7 . 0 6.1 6.1 6.1 6.1
0 . 2 5 0 . 3 1 0 . 4 9 0 . 5 8 - 0 . 3 3 0 . 4 1 0 . 6 1 0 . 7 2
0 . 0 9 0.12 0.21 0 . 2 3 0 . 3 0 0 . 1 9 0 . 2 6 0 . 5 2 0 . 7 3
0 . 2 8 0 . 3 5 0 . 5 6 0 . 7 0 0 . 8 4 0 . 3 6 0 . 4 5 0 . 7 2 0 . 9 0
5 . 1 5 . 1 5 . 1 5 . 1 5 . 1 3 . 9 3 . 9 3 . 9 3 . 9
0 . 4 5 0 .  5 6 0 . 8 0 0 . 9 3 - 0 . 7 2 0.88 1 . 1 9 1 . 3 4
0 . 3 6 0 . 5 3 1 . 1 5 1.68 2 . 2 4 0 . 8 7 1 . 2 7 2 . 7 0 3 . 6 3
0 . 4 9 0 . 6 2 0 . 9 9 1 . 2 4 1 . 5 0 0 . 8 0 1.00 1 . 6 0 2.00
2.8 2.8 2.8 2.8 2.8 2.2 2.2 2.2 2.2
1 . 0 5 1 . 2 5 1 . 6 5 1 . 8 1 ~ 1 . 0 9 1 . 3 5 1 . 6 4 1 . 6 5
1 . 5 5 2 . 3 5 4 . 7 6 6.10 7 . 5 4
1 . 4 5 1 . 8 1 2 . 9 0 3 . 6 3 4 . 3 6 2 . 2 5 2 . 8 1 4 . 4 9 5 . 6 1
s  o f  T a y l o r Q ? )
4 . 0 6.0 8.0 10.0 12.0
0 . 6 9 0.66 0 . 5 5 0 . 3 9 0 . 3 4
1 . 9 1 0 . 9 2 0 . 5 5 0 . 3 7 0 . 2 6
8 . 0
0 . 5 3
0 . 0 3
0 . 66
6.1
0 . 9 3
1 . 0 8
3 . 9
4 . 7 7
2 . 4 0
4,1
4 * a n a l y t i c a l  m o d e l l i n g  o f  a  j e t  i n  a  c r o s s f l o w
4 . 1  I n t r o d u e t i o n
T h e  o b j e c t  o f  m o d e l l i n g  t h e  f l o w  i s  t o  d e s c r i b e  a n a l y t i c a l l y  t h e  i n t e r ­
a c t i o n  o f  t h e  j e t  w i t h  t h e  c r o s s f l o w  a n d  a l s o  t o  p r e d i c t  t h e  m a i n  c h a r a c t e r ­
i s t i c s  o f  t h i s  j e t  i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n .
F r o m  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  f l o w  r e s u l t i n g  f r o m  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  
a  c r o s s f l o w ,  C h a p t e r  2 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  a c c u r a t e  m o d e l l i n g  o f  t h e  f l o w  
w i l l  b e  v e r y  c o m p l e x .  D e s p i t e  r e c e n t  a d v a n c e s  i n  f i n i t e  d i f f e r e n c e  p r o g r a m m e s  
f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  t u r b u l e n t  f l o w s ,  i t  i s  s t i l l  i m p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e  f u l l  
N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  f l o w .
H o w e v e r ,  i n  v i e w  o f  t h e  h i g h  R e y n o l d s  N u m b e r ,  a  r e a l i s t i c  a s s u m p t i o n  
w h i c h  c a n  b e  m a d e  i s  t h a t  t h e  f l o w  o u t s i d e  t h e  j e t  i s  i n c o m p r e s s i b l e  a n d  
i r r o t a t i o n a l . T h i s  r e d u c e s  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n s  t o  t h o s e  d e s c r i b i n g  
p o t e n t i a l  f l o w  i n  w h i c h  t h e  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  ([> s a t i s f i e s  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  
V 2ci> =  0  ( 4 . 1 )
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  h e r e  t h a t  i n  m a n y  e x p e r i m e n t s  a  w a k e  r e g i o n  h a s  b e e n  
o b s e r v e d  b e h i n d  t h e  j e t  w h i c h  c o u l d  o n l y  b e  d e s c r i b e d  u s i n g  t h e  f u l l  N a v i e r -  
S t o k e s  e q u a t i o n s .
T h e  a b o v e  a s s u m p t i o n  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  p r e d i c t  t h e  i n d u c e d  f l o w  o u t ­
s i d e  t h e  j e t  b y  p o t e n t i a l  m o d e l l i n g  e i t h e r  b y  c a l c u l a t i n g  t h e  p e r t u r b a t i o n  
v e l o c i t i e s  f r o m  d i s c r e t e  s i n g u l a r i t i e s  p l a c e d  o n  a  j e t  p a t h  ( o f  w h i c h  t h e r e  
a r e  s e v e r a l  c h o i c e s  -  R e f . 2 6 ) ,  o r  b y  p r e s c r i b i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  
s o l v i n g  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  in .  t h e  p o t e n t i a l  f l o w  r e g i o n  ( R e f . 2 7 ) .  T h i s  
l a t t e r  m e t h o d  m a k e s  i t  p o s s i b l e  t o  r e p r e s e n t  t h e  f l o w  f i e l d  b y  a  d i s t r i b u t i o n  
o f  s i m p l e  s i n g u l a r i t i e s  o n  t h e  b o u n d i n g  s u r f a c e  o f  t h e  j e t  ( R e f . 2 8 ) .
T h e  p r e s e n c e  o f  t h e  f l a t  p l a t e  i n  t h e  p l a n e  Z  =  0  ( F i g u r e  5 2 ) ,  f r o m  w h i c h  
t h e  j e t  i s s u e s ,  i s  a c c o u n t e d  f o r  b y  m i r r o r i n g  t h e  j e t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
p l a n e  Z  -  0 .
4.2
A  c o n s i d e r a b l e  n u m b e r  o f  m o d e l s ,  f o l l o w i n g  t h e  a b o v e  l i n e s ,  h a v e  b e e n  
s u g g e s t e d  i n  t h e  p a s t .  T h e s e  m o d e l s  a r e  i n v a r i a b l y  e m p i r i c a l  o r  s e m i -  
e m p i r i c a l  a n d  w h i l s t  s o m e  m e r e l y  t r y  t o  p r e d i c t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
f l o w  f i e l d  o t h e r s  a c t u a l l y  t r y  t o  m o d e l  t h e  m e c h a n i c s  o f  t h e  f l o w .  I n  t h e  
f o r m e r  g r o u p  w o u l d  f a l l  t h e  t w o  d i m e n s i o n a l  m o d e l s  w h i c h  c a n n o t  h o p e  t o  
p r e d i c t  a n y t h i n g  m o r e  t h a n  b u l k  c h a r a c t e r i s t i c s  b e c a u s e  o f  t h e  t h r e e  d im e n ­
s i o n a l  n a t u r e  o f  t h e  f l o w .
I n  t h e  l a t t e r  g r o u p s  t h e o r i e s  d e s c r i b i n g  t h e  j e t  d e f l e c t i o n  m e c h a n i s m  
c a n  b e  b r o a d l y  s p l i t  i n t o  t w o  g r o u p s ;  t h o s e  w h i c h  m a i n t a i n  t h a t  t h e  e n t r a i n ­
m e n t  o f  t h e  c r o s s f l o w  i n t o  t h e  j e t  i s  t h e  d o m i n a t i n g  f a c t o r  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  
o f  t h e  j e t  a n d  t h e  r e s u l t i n g  f l o w  f i e l d ,  a n d  t h o s e  w h i c h  m a i n t a i n  t h a t  p o t e n t i a l  
f l o w  f o r c e s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  j e t  a r e  d o m i n a n t  a n d  e n t r a i n m e n t  p l a y s  o n l y  a  
m i n o r  r o l e ,  e s p e c i a l l y  f o r  l o w  v e l o c i t y  r a t i o s .
4 . 2  J e t  D e f l e c t i o n  M e c h a n is m  -  E n t r a i n m e n t  v s  P o t e n t i a l  F l o w  F o r c e s
A  q u e s t i o n  o f  w h i c h  o f  t h e  a b o v e  f u n d a m e n t a l  h y p o t h e s e s  i s  m o s t  r e a l i s t i c  
h a s  i n  t h e  p a s t  p r o m o t e d  m u c h  d i s c u s s i o n ,  p a r t l y  d u e  t o  t h e  l a c k  o f  r e l e v a n t  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  t o  s u p p o r t  e i t h e r  t h e o r y .
A n  a s p e c t  o f  t h i s  j e t  i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n ,  o c c a s i o n a l l y  o v e r l o o k e d  
b y  r e s e a r c h e r s ,  i s  t h a t  t h e  v o r t i c e s  e v o l v e  f r o m  v o r t i c i t y  i n  t h e  j e t  w h i c h  
i s  d u e  t o  t h e  v e l o c i t y  g r a d i e n t  i n  t h e  j e t  a s  i t  i s s u e s  f r o m  t h e  n o z z l e .  
N a t u r a l l y ,  t h e  p r e s e n c e  o f  a  c r o s s f l o w  i s  a l s o  n e c e s s a r y  t o  g e n e r a t e  t h e  
v o r t i c e s ,  s i n c e  v o r t i c e s  d o  n o t  e x i s t  i n  t h e  c a s e  o f  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  
q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s .  I t  s h o u l d  b e  r e a l i s e d  t h a t  t h e  p a i r  o f  c o n t r a -  
r o t a t i n g  v o r t i c e s  w i t h i n  t h e  j e t  c a n  i n d u c e  a  n e t  i n f l o w ,  b u t  t h i s  s h o u l d  
n o t  b e  c o n f u s e d  w i t h  t h e  e n t r a i n m e n t  d u e  t o  t h e  c o m p a r i t i v e l y  s m a l l  s c a l e  
v i s c o u s  a c t i o n s  a t  t h e  j e t  s u r f a c e .  F o r  t h e  e n t r a i n m e n t  h y p o t h e s i s  t o  b e  
r e a l i s t i c ,  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d ,  w i t h  m o m e n tu m  p a r a l l e l  t o  t h e
f l a t  p l a t e ,  w o u l d  h a v e  t o  b e  v e r y  c o n s i d e r a b l e  i n  o r d e r  t o  d e f l e c t  t h e  j e t ,  
a t  t h e  r a t e  o b s e r v e d ,  a n d  t o  c a u s e  t h e  r e s u l t i n g  f l o w  f i e l d .  I t  w o u l d  
a p p e a r  m u c h  m o r e  r e a l i s t i c  t h a t  t h e  b u l k  f o r c e s ,  d u e  t o  t h e  e s s e n t i a l l y  
i n v i s c i d  a n d  i r r o t a t i o n a l  f l o w  o u t s i d e ,  t h e  j e t ,  a r e  r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  
j e t  d e f l e c t i o n  a n d  t h e  r e s u l t i n g  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d .
S e v e r a l  e n t r a i n m e n t  m o d e l s  o b t a i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  s o m e  a s p e c t s  
o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  ( e g :  S n e l  p r e d i c t s  j e t  p a t h s  r e a s o n a b l y ) .  H o w e v e r ,  
t h e s e  m o d e l s  a r e  u s u a l l y  s e m i - e m p i r i c a l  a n d / o r  h a v e  a  n u m b e r  o f  d i s p o s a b l e  
c o n s t a n t s .  T h e s e  c o n s t a n t s  a r e  o f t e n  f i x e d  b y  c o m p a r i n g  t h e  p r e d i c t e d  
r e s u l t s  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a v a i l a b l e  a n d  t h u s  i t  i s  n o t  d i f f i c u l t  
t o  a c h i e v e  g o o d  a g r e e m e n t  i n  g e n e r a l .  T h e  u s e f u l  a n a l y s i s  o f  t h e  e x t e r n a l  
i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  i s  o f t e n  g i v e n  b y  p o t e n t i a l  m o d e l s  u n l i k e  e n t r a i n m e n t  
m o d e l s  w h i c h  p r e d i c t  c h a r a c t e r i s t i c s  r e l a t i n g  t o  t h e  j e t .
I n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  a  l i m i t e d  q u a n t i t y  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
d e s c r i b i n g  e n t r a i n m e n t  r a t e  a n d  m a s s  f l u x  w i t h i n  t h e  j e t  w a s  p r e s e n t e d .  T h i s  
d a t a  w i l l  n o w  b e  u s e d  a s  a  c o m p a r i s o n  w i t h  p r e d i c t e d  r e s u l t s  o f  s o m e  v i s c o u s
e n t r a i n m e n t  m o d e l s  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s  a n d  a l s o
i n t o  a  c r o s s f l o w .
A n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d  
b y  c o m p a r i n g  t h e m  w i t h  t h e  g e n e r a l l y  a c c e p t e d  r e s u l t s  o f  R i c o u  a n d  S p a l d i n g ( 2 ^ )  
f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s .
dM M i
R i c o u  a n d  S p a l d i n g  g i v e  -  0 . 1 6  ™
C l X/ Q>
M =  m a s s  o f  f l u i d  i n  j e t
M j -  m a s s  a t  n o z z l e  e x i t
£ / a ~  n o n - d i m e n s i o n a l i s e d  d i s t a n c e  a l o n g  j e t
4.4
E n t r a i n m e n t  r a t e / u n i t  l e n g t h ,  k  =  =  0 . 1 6 7 r U j a 2 / s e c  ( 4 . 2 )
U j  -  n o z z l e  e x i t  v e l o c i t y  =  m Uo
=  0 . 1 6  ~  +  1 ( 4 . 3 )
M j a
T h i s  l a t t e r  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  m a s s  f l u x  w i t h i n  t h e  j e t  i s  c o m p a r e d
w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  ( F i g u r e  3 6 ) .  A s  e x p e c t e d ,  t h e  m a s s
f l u x  f o r  t h e  j e t  i n  a  c r o s s w i n d  i s  g r e a t e r  t h a n  t h a t  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g
i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d s  d u e  t o  t h e  g r e a t e r  i n t e r a c t i o n  b e t w e e n  t h e  tw o  f l o w s  
w h i c h  o c c u r s .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  w h e r e a s  c l o s e  t o  t h e  
n o z z l e  a n d  i n  t h e  h i g h  c u r v a t u r e  r e g i o n  o f  t h e  j e t  t h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  
( i e :  s l o p e  o f  t h e  c u r v e )  f o r  t h e  j e t  i n  a  c r o s s f l o w  i s  s i g n i f i c a n t l y  h i g h e r  
t h a n  t h a t  f o r  a  j e t  i n  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s ,  a s  t h e  j e t  b e c o m e s  p a r a l l e l  
w i t h  t h e  c r o s s f l o w  ( e x t r a p o l a t i n g  t h e  r e s u l t s )  t h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  t r a i l s  
o f f  a n d  b e c o m e s  c l o s e r  t o  t h e  c o n s t a n t  r a t e  g i v e n  b y  R i c o u  a n d  S p a l d i n g .  
U n f o r t u n a t e l y ,  t h e s e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  d o  p o t  c o v e r  t h e  r e g i o n  o f  t h e  j e t ,  
f u r t h e r  d o w n s t r e a m ,  w h e r e  T h o m p s o n  c o n d u c t e d  h i s  r e s u l t s ,  s o  n o  d i r e c t  
c o m p a r i s o n  c a n  b e  m a d e .  A l s o ,  s u c h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  r e q u i r e d  t o  
c o n f i r m  t h e  o b s e r v a t i o n s  m a d e  a b o v e .
W i t h  t h e  l a c k  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o n  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d  
t h e  s i m p l e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s p r e a d  o f  t u r b u l e n t  j e t s  d e r i v e d  b y  B r a d b u r y ( 3 0 )  
c o u l d  b e  o f  u s e  f o r  p r e d i c t i n g  t h e  m a s s  f l o w  i n  t h e  j e t .  T h u s ,  t h e s e  e x p r e s s i o n s  
a r e  a l s o  c o m p a r e d  w i t h  t h e  a b o v e  d a t a  i n  F i g u r e  3 6 .
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T h i s  e x p r e s s i o n  i s  p l o t t e d  i n  F i g u r e  3 6  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  
o f  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  a n d  R i c o u  a n d  S p a l d i n g .  A s  e x p e c t e d ,  f o r  t h e  d e v e l o p ­
m e n t  r e g i o n  o f  t h e  j e t  t h i s  e x p r e s s i o n  u n d e r e s t i m a t e s  t h e  m a s s  f l o w  i n  t h e  
j e t .  H o w e v e r ,  i n  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  r e g i o n ,  w h e r e  t h e  j e t  i s  a l m o s t  
p a r a l l e l  t o  t h e  c r o s s f l o w ,  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  m u c h  c l o s e r  t o  t h e  m e a s u r e d  
e n t r a i n m e n t  r a t e .  U n f o r t u n a t e l y ,  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a r e  n o t  a v a i l a b l e  t o  
c h e c k  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  e x p r e s s i o n .
4 . 2 . 1  E n t r a i n m e n t  M o d e ls  D e s c r i b i n g  a  J e t  i n  a  C r o s s f l o w
O n e  o f  t h e  m o s t  r e a l i s t i c  a n d  c a r e f u l l y  c o n s t r u c t e d  e n t r a i n m e n t  
m o d e l s  i s  t h a t  d e v e l o p e d  b y  S n e l  £ 3 ^  w h i c h  i s  b r i e f l y  d i s c u s s e d  
b e l o w .
T h e  t h e o r y  b e g i n s  b y  s p l i t t i n g  t h e  j e t  i n t o  t w o  p a r t s :  t h e  
p o t e n t i a l  c o r e  r e g i o n  a n d  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  r e g i o n  o f  t h e  j e t .
I n  e a c h  r e g i o n  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o n s e r v a t i o n  o f  m a s s  a n d  m o m e n tu m  
a r e  c o n s t r u c t e d .
I n  t h e  p o t e n t i a l  c o r e , t h e  e q u a t i o n  f o r  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  
i s  b a s e d  o n  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  a  f r e e  j e t  w i t h  a n  a d d e d  c o r r e c t i o n .
T h i s  w o u l d  o n l y  r e a l l y  b e  a c c u r a t e  i f  t h e  j e t  n o z z l e  v e l o c i t y  w a s  m u c h  
l a r g e r  t h a n  t h e  c r o s s f l o w  v e l o c i t y .  C o n s t a n t s  i n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n  
a r e  f i x e d  b y  m a t c h i n g  m e a s u r e d  a n d  c a l c u l a t e d  l e n g t h s  o f  t h e  p o t e n t i a l  
c o r e .  T h i s  c l o s e s  t h e  s e t  o f  e q u a t i o n s  i n  t h e  p o t e n t i a l  c o r e  a n d  a l s o  
g i v e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a t  t h e  b e g i n n i n g  o f  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  
r e g i o n .
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N o w , b y  a s s u m i n g  t h a t  t h e  j e t  c r o s s - s e c t i o n a l  s h a p e  i s  p r e s e r v e d  
in .  t i e  f u l l y  d e v e l o p e d  r e g i o n  a n d  b y  a s s u m i n g  a  T o l l m i e n ' s  v e l o c i t y  
p r o f i l e  f o r  t h e  f r e e  j e t / 3 >  t o  d e s c r i b e  t h e  s i m i l a r  v e l o c i t y  d i s t r i b u ­
t i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  w i t h  a n  e m p i r i c a l  i n p u t  f o r  t h e  d e c a y  v e l o c i t y  
a l o n g  t h e  j e t  c e n t r e l i n e ,  t o  c o n s t r u c t  e q u a t i o n s  f o r  t h e  c o n s e r v a t i o n  
o f  m a s s  a n d  m o m e n tu m .
I t  i s  n o w  p o s s i b l e ,  w i t h  t h e  a b o v e  s e t  o f  e q u a t i o n s ,  t o  p r e d i c t  
t h e  j e t  t r a j e c t o r y ,  t h e  l e n g t h  o f  t h e  p o t e n t i a l  c o r e ,  t h e  j e t  e n t r a i n ­
m e n t  a n d  t h e  c r o s s - s e c t i o n a l  a r e a .  A s  o n e  w o u l d  e x p e c t ,  a g r e e m e n t  
b e t w e e n  c a l c u l a t e d  a n d  m e a s u r e d  l e n g t h s  o f  p o t e n t i a l  c o r e  i s  g o o d  a s  
a n  e m p i r i c a l  i n p u t  w a s  u s e d  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  c o r e .  
C o m p a r i s o n  w i t h  j e t  t r a j e c t o r i e s  i s  a l s o  r e a s o n a b l e .  H o w e v e r ,  c o m ­
p a r i s o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  f o r  e n t r a i n m e n t  r a t e s  a n d  m a s s  f l u x  
h a v e  n o t  b e e n  m a d e  s o  t h i s  p r e s e n t  c o m p a r i s o n  s h o u l d  b e  u s e f u l .
I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h e  m a j o r  e m p i r i c a l  i n p u t  r e q u i r e d  b y  
S n e l  i s  t h a t  o f  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  d e c a y ,  d i s c u s s e d  i n  
C h a p t e r  3 . 2 .  I t  w a s  o b s e r v e d  t h a t  f o r  l a r g e  d i s t a n c e s  d o w n s t r e a m  
( £ / a  >  4 0 ,  d e p e n d i n g  o n  v e l o c i t y  r a t i o )  i t  i s  d i f f i c u l t  t o  m e a s u r e
a c c u r a t e l y  t h e  s m a l l  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  a n d  t h e  
c r o s s f l o w  v e l o c i t y .  H o w e v e r ,  b y  c o m p a r i n g  r e s u l t s  f r o m  a  n u m b e r  o f  , 
a u t h o r s  a  g o o d  e s t i m a t e  f o r  t h e  c e n t r e l i n e  v e l o c i t y  i n  s u c h  c a s e s  i s  
o b t a i n e d .
F i g u r e  3 6  s h o w s  t h e  r e s u l t i n g  m a s s  f l u x  p r e d i c t e d  b y  S n e l  c o m p a r e d  
w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  a n d  t h e  e x p r e s s i o n  
g i v e n  b y  R i c o u  a n d  S p a l d i n g  f o r  t h e  f r e e  j e t .  F o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  
4 t h e  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  a p p e a r s  s u r p r i s i n g l y  g o o d ,  
d e s p i t e  t h e  f a c t  t h a t  t h e  p r e d i c t e d  e n t r a i n m e n t  r a t e  i s  c o n s i d e r a b l y  
g r e a t e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  o n e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  r e g i o n  o f  t h e  j e t
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w h e r e  t h e  b u l k  o f  t h e  d e f l e c t i o n  t a k e s  p l a c e .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  
n o t e  t h a t  i n  t h i s  c a s e  t h e  p r e d i c t e d  m a s s  f l u x  a p p r o a c h e s  a  s t e a d y  
v a l u e  m u c h  q u i c k e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .  T h i s  m e a n s  t h a t  t h e  
m o d e l  a s s u m e s  o n l y  a  v e r y  s m a l l  e n t r a i n m e n t  r a t e  a f t e r  t h e  d e v e l o p m e n t  
r e g i o n  w h e r e a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i n d i c a t e  e n t r a i n m e n t  c o n t i n u e s  
o n  m u c h  t h e  s a m e  s c a l e  u n t i l  t h e  j e t  m o v e s  f u r t h e r  d o w n s t r e a m  a n d  t h e  
v o r t i c e s  h a v e  d i f f u s e d  o v e r  a  l a r g e  a r e a  a n d  t h e i r  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s -  
f l o w  f l u i d  d e c r e a s e s .
F o r  t h e  s e c o n d  c a s e ,  f o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  8 t h e  p r e d i c t e d  a n d  
e x p e r i m e n t a l  v a l u e s  a g r e e  w e l l  c l o s e  t o  t h e  n o z z l e ,  b u t  t h e  p r e d i c t e d  
e n t r a i n m e n t  t h e n  i n c r e a s e s  r a p i d l y  a n d  o n l y  s t a r t s  t r a i l i n g  o f f  a f t e r  
4 0  j e t  r a d i i  d o w n s t r e a m ,  w h e r e a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i n d i c a t e  a  
f a i r l y  c o n s t a n t  e n t r a i n m e n t  r a t e  t r a i l i n g  o f f  a f t e r  20 j e t  r a d i i  t o  a  
v a l u e  l o w e r  t h a n  t h a t  g i v e n  b y  R i c o u  a n d  S p a l d i n g .
T h o m p s o n  a l s o  m a d e  d e t a i l e d  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  v e l o c i t y  f i e l d ,  
f r o m  w h i c h  t h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  h a s  b e e n  c a l c u l a t e d  ( s e e  C h a p t e r  3 . 4 ) ,  
b u t  o n l y  a t  o n e  l o c a t i o n  f o r  e a c h  v e l o c i t y  r a t i o  w h e r e  t h e  j e t  c e n t r e ­
l i n e  i s  a l m o s t  p a r a l l e l  t o  t h e  c r o s s f l o w  d i r e c t i o n .  T h e s e  r e s u l t s  s h o w  
t h a t  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  f l u i d  i n t o  t h e  j e t  i s  v e r y  s m a l l  a t  s u c h  l o c a t i o n s  
a n d  i s  e v e n  n e g a t i v e  f o r  t h e  c a s e  w h e n  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  i s  8 . 1 .
D r a w i n g  c o n c l u s i o n s  f r o m  t h e  a b o v e  c o m p a r i s o n  i s  d i f f i c u l t  d u e  t o  
t h e  m a r k e d  l a c k  o f  d a t a .  H o w e v e r ,  s e v e r a l  o b s e r v a t i o n s  r e g a r d i n g  S n e l ’ s  
t h e o r y  c a n  b e  m a d e :
( 1 )  T h e  p r e d i c t e d  e n t r a i n m e n t  r a t e  i n  t h e  h i g h  c u r v a t u r e  r e g i o n  i s  
c o n s i d e r a b l y  h i g h e r  t h a n  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  
e n t r a i n m e n t  o f  f l u i d  w i t h  m o m e n tu m  p a r a l l e l  t o  t h e  g r o u n d  n e c e s s a r y  t o  
d e f l e c t  t h e  j e t  i s  m u c h  g r e a t e r  t h a n  t h a t  o b s e r v e d  i n  p r a c t i c e .
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( 2 )  F o r  t h e  l o w e r  v e l o c i t y  r a t i o  o f  4  t h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  d e c r e a s e s  
v e r y  q u i c k l y  a f t e r  t h e  h i g h  c u r v a t u r e  r e g i o n ,  w h e r e a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  
v a l u e  d e c r e a s e s  o n l y  s t e a d i l y .  T h i s  c o u l d  i n d i c a t e  t h a t  t h e  m e a s u r e d  
e n t r a i n m e n t  i s  m o s t l y  d u e  t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  v o r t i c e s ,  w h i c h  d o  n o t  
d i f f u s e  u n t i l  a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  d o w n s t r e a m ,  a n d  d o e s  n o t  h a v e  a  
g r e a t  e f f e c t  u p o n  t h e  j e t  d e f l e c t i o n .
T h e  a b o v e  o b s e r v a t i o n s  i n d i c a t e  t h a t  t h e  a r g u m e n t s  p u t  f o r w a r d  
b y  S n e l ,  b a s e d  u p o n  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d ,  a r e  a t  b e s t  p o o r l y  
c o n s t r u c t e d  n u m e r i c a l l y  ( a l t h o u g h  t h i s  i s  d i f f i c u l t  t o  b e l i e v e  s i n c e  h e  
t a k e s  c a r e  t o  u s e  o n l y  a c k n o w l e d g e d  e m p i r i c a l  d a t a )  a n d  a t  w o r s t  a r e  
l a r g e l y  I n v a l i d .  T h e  a g r e e m e n t  w i t h  s o m e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  ( e g :  j e t  
p a t h s )  i s  n o t  s u r p r i s i n g  s i n c e  t h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  d i s p o s a b l e  c o n s t a n t s  
i n  h i s  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  f i x e d  b y  e m p i r i c a l  i n p u t s ,  t h u s  m a k i n g  a g r e e ­
m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t  h i g h l y  p r o b a b l e .
A  f u r t h e r  e n t r a i n m e n t  m o d e l ,  s i m i l a r  t o  S n e l ' s ,  i s  p r o p o s e d  b y  
F l a t t e n  a n d  K e f f e r ^ - 4 ) .  T h e i r  a r g u m e n t s  f o l l o w  t h e  s a m e  l i n e s  a s  t h o s e  
o f  S n e l ;  h o w e v e r ,  t h e y  m a k e  a  n u m b e r  o f  a s s u m p t i o n s  w h i c h  d e s e r v e  c o m m e n t .
F i r s t l y ,  t h e  a u t h o r s  a s s u m e  t h a t  t h e  d e f l e c t i o n  m e c h a n i s m  i s  d u e  
t o  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d ,  i e :  t h e y  d o  n o t  e v e n  c o n s i d e r  t h e  
e f f e c t s  o f  p o t e n t i a l  f o r c e s  o n  t h e  j e t .
T h e  a u t h o r s  c o r r e c t l y  p o i n t  o u t  t h a t  t h e  e n t r a i n m e n t  i s  d u e  m o s t l y  
t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  v o r t i c e s  a n d  o n l y  s l i g h t l y  t o  v i s c o u s  a c t i o n  o n  t h e  
j e t  s u r f a c e .  H o w e v e r ,  t h e y  a l s o  d i s r e g a r d  p r e s s u r e  d i f f e r e n c e s  a r o u n d  
t h e  j e t ,  a p a r t  f r o m  r e g i o n s  n e a r  t h e  n o z z l e  w h e r e  t h e y  a s s u m e  t h a t  t h e  
f l o w  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  a r o u n d  a  s o l i d  c y l i n d e r  i n  a  u n i f o r m  s t r e a m .
T h e r e  a p p e a r s  t o  b e  n o  e x p e r i m e n t a l  e v i d e n c e  t o  s u p p o r t  t h i s  a s s u m p t i o n  
a n d  t h e  s i m u l a t i o n  o f  t h e  p o t e n t i a l  c o r e  b y  a  s o l i d  c y l i n d e r  i n  a  u n i f o r m  
f l o w  i s  o n l y  a  r o u g h  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  b l o c k a g e  e f f e c t  o f  t h e  p o t e n t i a l  
c o r e .
4.9
A s  w i t h  S n e l ,  F l a t t e n  a n d  K e f f e r  a l s o  a s s u m e  c o n s e r v a t i o n  o f  
h o r i z o n t a l  a n d  v e r t i c a l  m o m e n tu m  w i t h i n  t h e  f l o w  f i e l d .  T h i s  a s s u m p t i o n  
c a n  a g a i n  o n l y  b e  m a d e  i f  p r e s s u r e  f o r c e s  a c r o s s  t h e  j e t  a r e  a s s u m e d  
u n i f o r m .
A n  e n t r a i n m e n t  v e l o c i t y  U i ,  i s  g i v e n  a s :
U i  =  E i ( U  -  U o  c o s  a )  +  E 2U0 ( c o s  a  -  c o s  a j )  ( 4 . 6 )
w h e r e  E i  =  e n t r a i n m e n t  c o e f f i c i e n t  d u e  t o  t u r b u l e n t  m i x i n g  a t  t h e  
j e t  s u r f a c e ,  a n d  
E?. =  v o r t e x  e n t r a i n m e n t  c o e f f i c i e n t  
a  =  ( a j )  •+ 0 a t  i n f i n i t y  d o w n s t r e a m  
F o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w :  
a j  =  n /2
. ’ „ V o r t e x  e n t r a i n m e n t  v e l o c i t y ,  Uv  =  E 2U0 c o s  a  ( 4 . 7 )
T h i s  v e l o c i t y  i s  a l w a y s  p o s i t i v e  a n d  w h e n  t h e  j e t  i s  f l o w i n g  p a r a l l e l  
t o  t h e  c r o s s f l o w ,  f a r  d o w n s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e ,  i t  r e a c h e s  a  m a x im u m  
v a l u e  o f
Uv co =  E 2U0
T h i s  i s  i n  t o t a l  c o n t r a s t  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o f  T h o m p s o n  
( F i g u r e s  3 3 ,  3 4 ,  3 5 )  a n d  K a m o t a n i  a n d  G r e b e r  ( F i g u r e  3 6 ) ,  w h i c h  i n d i c a t e  
t h a t  e n t r a i n m e n t  i n t o  t h e  j e t  d e c r e a s e s  r a p i d l y  f r o m  i t s  m a x im u m  i n  t h e  
d e v e l o p m e n t  r e g i o n  a s  t h e  j e t  r e c e d e s  d o w n s t r e a m .  I n  f a c t ,  t h e  a c t u a l  
e n t r a i n m e n t  i n t o  t h e  j e t  w o u l d  f o l l o w  c l o s e l y  t h e  c h a n g e  i n  t h e  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  e n t r a i n m e n t  v e l o c i t y  w i t h  d i s t a n c e ,  a l o n g  t h e  j e t  p a t h  s u g g e s t e d  
b y  P l a t t e n  a n d  K e f f e r .
T o  s u p p o r t  t h e  a b o v e  o b s e r v a t i o n ,  t h e  a u t h o r s  n o t e d  t h a t  t h e  m a s s  
e n t r a i n m e n t  v a r i e s  d i r e c t l y  a s  t h e  t o t a l  c i r c u l a t i o n .  F r o m  F i g u r e  2 9  i t  
i s  o b s e r v e d  t h a t  t h e  t o t a l  c i r c u l a t i o n  r e a c h e s  a  m a x im u m  i n  t h e  d e f l e c t i o n  
r e g i o n  o f  th e . j e t  a n d  d i m i n i s h e s  d o w n s t r e a m  d u e  t o  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n
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o f  t h e  v o r t i c e s .  T h i s  o b s e r v a t i o n  t o t a l l y  a g r e e s  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  
e n t r a i n m e n t  d a t a  d i s c u s s e d  a b o v e .
T h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  c l e a r l y  i n d i c a t e s  t h a t  t h e r e  a r e  s e r i o u s  
p r o b l e m s  a r i s i n g  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  j e t  d e f l e c t i o n  m e c h a n i s m  
I s  d u e  t o  v i s c o u s  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d .  T h e  m a i n  p r o b l e m  i s  
t h a t  t h e  e n t r a i n m e n t  n e c e s s a r y  t o  c a u s e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  j e t  i s  s i g n i f i ­
c a n t l y  l a r g e r  t h a n  t h a t  o b s e r v e d  i n  p r a c t i c e .
T h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  o t h e r  m o d e l s  w h i c h  c o u l d  be. e v a l u a t e d  a n d  
c o m p a r e d  w i t h  t h e  a v a i l a b l e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 .  
H o w e v e r ,  t h e  a b o v e  e x a m p l e s  a r e  s u f f i c i e n t  t o  s h o w  t h a t  a t  p r e s e n t  
e n t r a i n m e n t  m o d e l s  d o  n o t .  g i v e  a  r e a l i s t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  j e t  
i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n .
T o  a c c u r a t e l y  m o d e l  t h e  f l o w  p o t e n t i a l  f o r c e s ,  o f t e n  n e g l e c t e d  
i n  e n t r a i n m e n t  m o d e l s ,  m u s t  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  m o d e l .  I t  m a y  a l s o  b e  
n e c e s s a r y  t o  a d d  t e r m s  w h i c h  a c c o u n t  f o r  t h e  s i n k  e f f e c t  i n  t h e  p o t e n t i a l  
m o d e l ,  e s p e c i a l l y  f o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s .
4 0 3 P o t e n t i a l  F l o w  M o d e l s
T h e s e  m o d e l s  a t t e m p t  t o  s i m u l a t e  t h e  j e t  b y  u s i n g  s i n g u l a r i t i e s  t o  
d e s c r i b e  t h e  b l o c k a g e ,  e n t r a i n m e n t  a n d  v o r t e x  m o t i o n  w i t h i n  t h e  j e t .  W h e n  
c o n s t r u c t i n g  t h e s e  m o d e l s  t h e  s i n g u l a r i t i e s  d e s c r i b i n g  t h e  f l o w  c a n  e i t h e r  b e  
p l a c e d  o n  a  j e t  p a t h  o r  o n  a  s u r f a c e  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  j e t ,  s u c h  a s  a  
d e f i n e d  j e t  b o u n d a r y .
N e g l e c t i n g  t h e  w a k e  r e g i o n ,  t h e  f l o w  f i e l d  g e n e r a t e d  b y  a  j e t  e x h a u s t i n g  
i n t o  a  c r o s s f l o w  c a n  b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  r e g i o n s ,  v i z :  t h e  t u r b u l e n t  r e g i o n  
i n s i d e  t h e  j e t  b o u n d a r y  a n d  t h e  p o t e n t i a l  f l o w  r e g i o n  o u t s i d e  t h e  j e t  b o u n d a r y  
w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  L a p l a c e  e q u a t i o n  4 . 1 .
T h u s ,  b y  p l a c i n g  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  t h e  j e t  s u r f a c e  i t  i s  p o s s i b l e  t o  
s i m u l a t e  t h e  e s s e n t i a l  p o t e n t i a l  f l o w  o u t s i d e  t h e  j e t .  T h e  m a i n  p r o b l e m  w h i c h  
a r i s e s  i s  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  s i n g u l a r i t i e s  w h i c h  a r e  d i f f i c u l t  t o  d e t e r m i n e .
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P l a c i n g  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  a  j e t  p a t h  i s  m u c h  l e s s  t i m e  c o n s u m i n g ,  
a n d  i t  i s  o n l y  i n  t h e  n e a r  f i e l d  t h a t  t h i s  m e t h o d  i s  i n f e r i o r  t o  t h a t  o f  
p l a c i n g  t h e m  o n  t h e  j e t  s u r f a c e ,
A  t y p i c a l  p o t e n t i a l  f l o w  m o d e l  n a s  b e e n , p r o p o s e d  b y  w o o l e r  e t  a l 0 2 )  
a n d  d e v e l o p e d  f u r t h e r  b y  P a l e y  a n d  K n o t t ( 3 3 )  a t  B . A . C .  a n d  r e s e a r c h e r s  
a t  R . A . E .  T h i s  m o d e l  e m p l o y s  a  d o u b l e t  d i s t r i b u t i o n ,  w i t h  i t s  a x i s  a t  a l l  
p o i n t s  n o r m a l  t o  t h e  j e t  p a t h ,  t o  m o d e l  t h e  b l o c k a g e  i n  t h e  f i r s t  p a r t  o f  t h e  
j e t  a n d  t h e  c o n t r a - r o t a t i n g  v o r t i c e s  i n  t h e  d o w n s t r e a m  r e g i o n  o f  t h e  j e t .
A l s o ,  a  s i n k  d i s t r i b u t i o n  a c c o u n t s  f o r  t h e  m a s s  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  
f l u i d  i n t o  t h e  j e t ,  F i g u r e  5 0 .
I n  t h e  o r i g i n a l  m o d e l  p r o p o s e d  b y  W o o l e r  e t  a l  t h e  d o u b l e t  s t r e n g t h  i s  
g i v e n  b y  t h e  e q u i v a l e n t  s o l i d  c y l i n d e r  a t  t h e  j e t  e x i t ,  a n d  t h e  s i n k  s t r e n g t h  
i s  d e f i n e d  b y  a n  a p p r o x i m a t e  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n .  A t  B . A . C .  t h e  s t r e n g t h  
o f  t h e  s i n g u l a r i t i e s  h a v e  b e e n  f u r t h e r  a d j u s t e d  a f t e r  c o m p a r i s o n  o f  t h e  
r e s u l t i n g  i n d u c e d  p r e s s u r e  f i e l d  w i t h  e x p e r i m e n t a l  v a l u e s .  U s e  h a s  a l s o  b e e n  
m a d e  o f  p a n e l  s i n g u l a r i t i e s  t o  i m p r o v e  t h e  m o d e l .  U s i n g  t h i s  m o d e l  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  c a l c u l a t e  w i n g  l o a d i n g s  b y  m a k i n g  u s e  o f  a  l i f t i n g  s u r f a c e  t h e o r y .  
U s i n g  t h e  m e t h o d  d e s c r i b e d  a b o v e ,  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  f i e l d  c a n  b e  d e t e r m i n e d  
f a i r l y  a c c u r a t e l y  f o r  a  n u m b e r  o f  v e l o c i t y  r a t i o s  o n c e  t h e  s i n g u l a r i t y  s t r e n g t h s  
a r e  f i x e d .
I n  e f f e c t ,  t h i s  s i n k - d o u b l e t  m o d e l  d o e s  n o t  a t t e m p t  t o  a c t u a l l y  s i m u l a t e  
t h e  j e t  d e f l e c t i o n  m e c h a n i s m  b u t  o n l y  t r i e s  t o  p r e d i c t  t h e  r e s u l t s  c o r r e c t l y .
4 . 4  V o r t e x  M o d e ls
A  n u m b e r  o f  a u t h o r s  ( R e f s .  1 5 ,  3 4 )  h a v e  a t t e m p t e d  t o  d i r e c t l y  m o d e l  t h e  
v o r t i c e s  i n  t h e  f l o w  a n d  h e n c e  t o  p r e d i c t  t h e  r e q u i r e d  c h a r a c t e r i s t i c s .
I n  a  m o d e l  o r i g i n a l l y  p r o p o s e d  b y  W o o l e r t h e  l a r g e  b u l k  f o r c e s  
r e q u i r e d  t o  c a u s e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  j e t  a r e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  e s s e n t i a l l y
i n v i s i d  i r r o t a t i o n a l  f l o w  o u t s i d e  t h e  j e t  p l u m e .  T h e  j e t  i s  r e p l a c e d  b y  a  
d i s t r i b u t i o n  o f  h o r s e s h o e  v o r t i c e s  l y i n g  a l o n g  a  s i n g l e  l i n e  r e p r e s e n t e d  b y  
a  l i n e  d i s t r i b u t i o n  o f  a x i a l l y  n o r m a l  d o u b l e t s .  A n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  i s  
u s e d  f o r  t h e  j e t  p a t h ,  o n  w h i c h  t h e  d o u b l e t s  a r e  d i s t r i b u t e d .  T h e  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  t r a i l i n g  v o r t i c e s '  i s  e q u a l  t o  t h e  l o c a l  s t r e n g t h  
o f  t h e  b o u n d  p a r t  o f  t h e  v o r t e x ,  s y s t e m ,  w h i c h  i s  r e l a t e d  t o  t h e  l o c a l  r a d i u s  
o f  c u r v a t u r e  o f  t h e  j e t  a x i s ,  b y  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  f o r c e  n o r m a l  o n  t h e  
j e t  e q u a l s  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  c r o s s f l o w  v e l o c i t y  a n d  t h e  l o c a l  c i r c u l a t i o n  
s t r e n g t h  o f  t h e  h o u n d  v o r t i c i t y .
T h i s  m o d e l  i s  a b l e  t o  g i v e  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  o n  a  f l a t  
p l a t e ,  a n d  t h r o u g h  s i m i l a r i t y  a r g u m e n t s  t h e  s u c t i o n  f o r c e  a n d  p i t c h i n g  m o m e n t  
c o e f f i c i e n t s .
4 . 5  S u m m a r y  o f  J e t  M o d e ls
F r o m  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  i t  i s  c l e a r  t h a t  w h e r e a s  e a r l y  e n t r a i n m e n t  
m o d e l s  w e r e  t o t a l l y  u n s a t i s f a c t o r y ,  m u c h  d e v e l o p m e n t  h a s  t a k e n  p l a c e  i n  
r e c e n t  y e a r s  a n d  m o r e  r e a l i s t i c  m o d e l s ,  s u c h  a s  t h e  o n e  p r o p o s e d  b y  S n e l ,  
a r e  n o w  a v a i l a b l e .  H o w e v e r ,  t h e s e  m o d e l s  s t i l l  d o  n o t  p r e d i c t  a c c u r a t e l y  a l l  
t h e  m a j o r  j e t  c h a r a c t e r i s t i c s ,  e s p e c i a l l y  t h e  m a s s  f l u x ,  a n d  s o  c a n n o t  b e  
u s e d  w i t h  a n y  c o n f i d e n c e  b y  t h e  d e s i g n e r .
T h e  b l o c k a g e - s i n k  m o d e l  h a s  s o m e  i n t e r e s t i n g  f e a t u r e s ;  i t  c a n  b e  e x t e n d e d  
t o  i n c l u d e  j e t  d e f l e c t i o n  a n g l e s  o t h e r  t h a n  9 0  d e g r e e s ,  m u l t i p l e  j e t s  a n d  
c h a n g e s  i n  j e t  a n d  c r o s s f l o w  v e l o c i t i e s .  H o w e v e r ,  t h e  p r o b l e m s  o f  t h e  r e s u l t ­
i n g  l a r g e  s u c t i o n  f o r c e s  o b t a i n e d ,  a n d  t h e  f a c t  t h a t  i t  h a s  n o t  b e e n  p o s s i b l e  
t o  a c h i e v e  q u a n t i t a t i v e  a g r e e m e n t  o v e r  a  r e a s o n a b l e  r a n g e  o f  j e t  t o  f r e e -  
s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o s ,  e x c e p t  b y  i n t r o d u c i n g  a  v a r i e t y  o f  d i s p o s a b l e  c o n s t a n t s ,  
s h o w  t h a t  t h e r e  a r e  a  n u m b e r  o f  p r o b l e m s  t o  o v e r c o m e  b e f o r e  a n  a c c e p t a b l e  
t h e o r y  c a n  b e  d e v e l o p e d .
4.13
T h e  v o r t e x  m o d e l  i s  b a s e d  u p o n  f u n d a m e n t a l  c o n c e p t s  w h i c h  h a v e  a t  l e a s t  
s o m e  p h y s i c a l  j u s t i f i c a t i o n ,  a l t h o u g h  a  n u m b e r  o f  t h e  i n h e r e n t  a s s u m p t i o n s  
n e e d  c a r e f u l  e x a m i n a t i o n .  T h i s  m o d e l  h a s  b e e n  s h o w n  t o  g i v e  r e a s o n a b l e  
a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  p r e s s u r e  m e a s u r e m e n t s  o n  t h e  i n f i n i t e  w a l l  
( B r a d b u r y  a n d  W o o d . ( 3 5 ) )  c o n s i d e r i n g  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m .
T h i s  l a t t e r  m o d e l  h a s  b e e n  u n d e r  d e v e l o p m e n t  a t  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S u r r e y  
a n d  i s  d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  i n  t h e  f o l l o w i n g  C h a p t e r .
5.1
5 • T H E  R E P R E S E N T A T I O N  O F  A  L I F T I N G  J E T  I N  A  C R O S S F L O W  B Y  A  V O R T E X  S H E E T
5 . 1  T h e  O b j e c t  a n d  F o rm  o f  t h e  M o d e l
T h e  o b j e c t i v e  i s  t o  a c c u r a t e l y  d e s c r i b e  t h e  e x t e r n a l ,  i n v i s i d  f l o w  f i e l d  
i n d u c e d  b y  a  l i f t i n g  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  a  c r o s s f l o w .  T h i s  i s  a c h i e v e d  
b y  c o n s t r u c t i n g  a  p o t e n t i a l  f l o w  m o d e l  w h i c h  r e p r e s e n t s  t h e  j e t  b y  a  
v o r t e x  d o u b l e t .
A s  t h e  j e t  r e c e d e s  f r o m  t h e  n o z z l e  t h e  c o m b i n e d  e f f e c t s  o f  a e r o d y n a m i c  
f o r c e s  o n  t h e  j e t  a n d  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  t h e  c r o s s f l o w  i n t o  t h e  j e t  
c u a s e  t h e  j e t  t o  s p r e a d ,  d e f o r m  a n d  d e f l e c t .  I n  t u r n  t h e  j e t  i n t e r ­
f e r e s  w i t h  t h e  c r o s s f l o w  b y  d i s p l a c i n g  i t ,  e n t r a i n i n g  i t  a n d  c a u s i n g  
a  s e p a r a t i o n  r e g i o n  t o  f o r m ;  t h e s e  t h r e e  e f f e c t s  a r e  u s u a l l y  r e f e r r e d  
t o  a s  t h e  ’ b l o c k a g e ' ,  ’ e n t r a i n m e n t ’ a n d  ’ w a k e ’ .
T h e  v o r t i c i t y  o f  t h e  j e t  a n d  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  f r e e s t r e a m  a i r  i n t o  
t h e  j e t  a c c o u n t  f o r  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  f i e l d s ,  
e s p e c i a l l y  a t  h i g h  v e l o c i t y  r a t i o s ,  w h e r e  t h e  e f f e c t s  o f  b l o c k a g e  a n d  
s e p a r a t i o n  w a k e s  t e n d  t o  b e c o m e  l e s s  s i g n i f i c a n t .  H o w e v e r ,  f o r  l o w  
v e l o c i t y  r a t i o s  t h e  e f f e c t  o f  e n t r a i n m e n t  w i l l  b e  l e s s  i m p o r t a n t  a n d  a  
p u r e l y  v o r t i c i t y  m o d e l  w o u l d  b e  m o r e  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  j e t  i n t e r ­
f e r e n c e  p h e n o m e n o n .
A  v o r t i c i t y  m o d e l  o n l y ,  i n c l u d i n g  n c  e n t r a i n m e n t  t e r m ,  i s  d e s c r i b e d  
b e l o w  s i n c e  i t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  a d d  e n t r a i n m e n t  t e r m s  l a t e r  a n d  t o  
a c c u r a t e l y  a s s e s s  t h e i r  e f f e c t  u p o n  t h e  m o d e l .
I n  t h e  m o r e  d e v e l o p e d  r e g i o n s  t h e  j e t  p lu m e  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  
p a i r  o f  t r a i l i n g  v o r t i c e s  c o n n e c t e d  b y  a  b o u n d  v o r t e x  s h e e t ,  F i g u r e  5 1  
T h e  l a t e r a l  e x t e n t  o f  t h e  v o r t i c i t y  f i e l d  i s  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
d i s t a n c e  t o  t y p i c a l  f i e l d  p o i n t s ,  .a n d  h e n c e  t h e  ’ f a r  f i e l d ’ m a y  b e  
r e d u c e d  t o  a  d i s t r i b u t i o n  o f  e l e m e n t a l  h o r s e s h o e  v o r t i c e s  l y i n g  a l o n g  
a  s i n g l e  l i n e  r e p r e s e n t e d  b y  a  l i n e  d i s t r i b u t i o n  o f  a x i a l l y  n o r m a l  d o u b l e t s .
5.2
5 . 2  T h e  V o r t e x  S h e e t  M o d e l
T h e  t h e o r y  a d o p t s  t h r e e  m a j o r  a s s u m p t i o n s : -
( a )  t h e  j e t  m o m e n tu m  f l u x  J  i s  c o n s t a n t  a l o n g  t h e  
j e t  p a t h
( b )  t h e  r a d i a l  f o r c e  o n  a n  e l e m e n t  o f  t h e  j e t ,  o f  l e n g t h  
<$£, i s  J 6 1 / R ,  w h e r e  t h e  l o c a l  r a d i u s  o f  c u r v a t u r e  R  
i s  d e f i n e d  e m p i r i c a l l y
( c )  t h e  m a i n s t r e a m  f l o w  n e a r  t h e  j e t  i s  a s s u m e d  t o  b e
p r e d o m i n a n t l y  a l o n g  t h e  j e t  p a t h  d i r e c t i o n
T h e  s e c o n d  a s s u m p t i o n  i s  r e a s o n a b l y  a c c e p t a b l e ,  b u t  t h e  f i r s t  d o e s  
n o t  s e e m  t o  b e  p a r t i c u l a r l y  v a l i d .  H o w e v e r ,  s i n c e  t h e  t h e o r y  g i v e s  
g o o d  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s ,  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  r e t a i n e d .  
T h e  l a s t  a s s u m p t i o n  f a c i l i t a t e s  a n  a n a l y t i c a l  t r e a t m e n t  s i m i l a r  t o  t h a t  
o f  l i f t i n g  c a r f a c e  t h e o r y  f o r  f i n i t e  w i n g s .
B y  r e p r e s e n t i n g  t h e  j e t  b y  a  v o r t e x  s h e e t  w h i c h  d o e s  n o t  r ° l l  u p ,  t h e  
i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  d u e  t o  t h e  j e t  d e p e n d s  p r i m a r i l y  o n  t h e  e m p i r i c a l  
j e t  p a t h ,  a n d  n o t  o n  c r o s s  s e c t i o n a l  s h a p e  a n d  s i z e  o f  t h e  j e t .  T h e
r e s u l t i n g  r e s t r i c t i o n  i s  t h a t  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  j e t  p a t h  a n d  t h e
p o i n t  w h e r e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  i s  b e i n g  c a l c u l a t e d  i s  l a r g e  
c o m p a r e d  w i t h  t h e  c r o s s  s e c t i o n a l  d i m e n s i o n s  o f  t h e  j e t  p l u m e .  T h i s  
r e s t r i c t i o n  i s  n o t  m e t  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  t h e  n o z z l e .  T h u s ,  
w e  c a n  d i s t i n g u i s h  tw o  a r e a s  o n  t h e  w a l l ,  a s  s h o w n  i n  F i g u r e  5 2 .  I n  
t h e  ’ n e a r  f i e l d ’ t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  d e p e n d s  l a r g e l y  o n  t h e  s h a p e  a n d  
s i z e  o f  t h e  j e t .  I n  t h e  t h e o r y  t h e  ’ f a r  f i e l d *  a n a l y s i s  i s  a p p l i e d  t o  
t h e  c o m p l e t e  j e t  a n d  a  ’ n e a r  f i e l d ’ a d j u s t m e n t  i s  m a d e  a f t e r w a r d s .
*3 ^ a r  F i e l d  A n a l y s i s
T h e  v o r t e x  s h e e t ,  F i g u r e  5 1  i s  s p l i t  u p  i n t o  a  n u m b e r  o f  e l e m e n t s ,  
w h i c h  a r e  r e p l a c e d  b y  h o r s e s h o e  v o r t i c e s  a n d  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  
i s  c a l c u l a t e d .
5.3
S t r e n g t h  o f  v o r t e x  e l e m e n t  -• y 6<S£
L i f t  d u e  t o  v o r t e x  e l e m e n t  =  p U 1( y b 6£ s )
T h e  l i f t  a c t s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  d i r e c t i o n  o f  f l o w  ( i e :  p e r p e n d i c u l a r  
t o  U * ) .
I J 1 =  U Q p l u s  v e l o c i t y  d u e  t o  t h e  v o r t e x  i n  i s o l a t i o n  ~  U Q 
T r a i l i n g  v o r t e x  s t r e n g t h ,  T - J C y b d £
D o u b l e t  s t r e n g t h ,  p  =  2 T s  =
. ° .  T o t a l  l i f t  ( 2  t r a i l i n g  v o r t i c e s )  -  P U q N ( 5 . 1 )
U s i n g  t h e  i n i t i a l  a s s u m p t i o n s  t h e  f o r c e s  o n  a n  e l e m e n t  o f  t h e  j e t  c a n
n o w  b e  c a l c u l a t e d ,  F i g u r e  5 2 .
J e t  m o m e n tu m  f l u x ,  J  =  p i r a 2U j 2
C e n t r i p e d a l  f o r c e  o n  e l e m e n t  =  p 7 ra2S £ ^ — R  =  ( 5 . 2 )
T h i s  f o r c e  a c t s  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p a t h  o f  t h e  j e t .
T h e  c e n t r i p e d a l  f o r c e  o n  a n  e l e m e n t  c a n  b e  e q u a t e d  t o  t h e  l i f t ,  d u e  
t o  t h e  v o r t i c e s ,  i n  t w o  w a y s : -
( a )  A s s u m e  t h a t  t h e  l i f t  d u e  t o  t h e  v o r t i c e s  a c t s  v e r t i c a l l y  
a l o n g  t h e  e n t i r e  p a t h  o f  t h e  j e t .  T h e  c e n t r i p e d a l  f o r c e  i s  
n o w  e q u a t e d  t o  t h e  t a n g e n t i a l l y  r e s o l v e d  c o m p o n e n t  o f  t h e  l i f t .  
F o r  a n  e l e m e n t  o f  t h e  j e t :  
pU^  yb s i 11 6 =
= >  y b  6 i s  =  it m2 U  a 2 <S£
R  s i n  0
(
y  -  7i m2 U0a2 I c o s e c  0 d  0 ( 5 . 3 )
J  o
= >  y  =  ir m2 U Q a 4 l o g  | t a n G/2
A t  0 “  0 ,  l o g  0  =  -  c 
A t  0 ~  7f / 2, l o g  00 -  00
N o  s o l u t i o n
5,4
( b )  A s s u m e  t h a t  t h e  v e l o c i t y  U 1 i s  t a n g e n t i a l  t o  t h e  j e t  p a t h  
a n d  t h e r e f o r e  e q u a t e  t h e  l i f t  t o  t h e  c e n t r i p e d a l  f o r c e .  T h i s  
m e t h o d  n e c e s s i t a t e s  a  c o r r e c t i o n  f a c t o r ,  $ ,  s i n c e  t h e  m a i n ­
s t r e a m  f l o w  m u s t  f i r s t  b e  d e f l e c t e d  t o  f o l l o w  t h e  j e t  p a t h .  
T h i s  i s  t e r m e d  t h e  ’ s m a l l  a n g l e ’ a n a l y s i s ,  s i n c e  w h e n  t h e  
a n g l e  b e t w e e n  t h e  j e t  t r a j e c t o r y  a n d  t h e  m a i n s t r e a m  f l o w  i s  
s m a l l  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  U 1 i s  t a n g e n t i a l  t o  t h e  j e t  p a t h  i s  
v a l i d .
F i g u r e  5 3 a  s h o w s  t h e  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  u s e d .
dH  =  R d 0IX
- ->  l i f t  “  J  t a n  1 d X o  f o r  a n  e l e m e n t  
d Z o
, • r . •. , , d X o  _  . d X o  „  7T
A t  i n f i n i t y  d o w n s t r e a m ,  =  <x> =?> t a n  -777— “  o'
J d Z o  d Z o  I
L i f t ,  p U i )J =  J
7T2a2m 2U] 5.4)
H o w e v e r ,  a t  i n f i n i t y  d o w n s t r e a m  t h e  a c t u a l  d o u b l e t  s t r e n g t h  i s :  
\ l  ~  7Ta2m2U0
H e n c e ,  t h e  c o r r e c t  e x p r e s s i o n  f o r  d o u b l e t  s t r e n g t h  i s :
rt
y  =  7i a 2m2U 13 d £R w h e r e  £  - 7f
A s s u m e  a n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  j e t  p a t h  o f  t h e  f o r m
qX o
K m P a
Z o
K m P a
T h e r e f o r e
d X o
d Z o
P  Z o  1  q~1
[_ K m P a  j
s u b s t i t u t i o n  i n  e q u a t i o n  ( 5 . 5 )  a b o v e  g i v e s
y  =  7Ta2m2U 1 3  t a n * * 1 ) q Z o
q - r
K m ^ aI 4-fc 4
(5 .5)
(5.6)
5.5
F i g u r e  5 3 b  s h o w s  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  a t  a  p o i n t  P  d u e  t o  a  s o u r c e  
s i n k  d o u b l e t  a t  A .
m*
T h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  d u e  t o  a  s o u r c e ,  q  B  ^ 2  ( 5 . 7 )
w h e r e  ra1 =  s t r e n g t h  o f  t h e  s o u r c e  
£2 -  x p  +  y f  +  ( z  ±  Z j )2 
A s  z  i s  r e d u c e d  t o  z e r o  t h e  s o u r c e - s i n k  c o m b i n a t i o n  r e d u c e s  t o  a  
d o u b l e t  a n d  t h e n  c o n s i d e r i n g  t h e  v e l o c i t i e s  i n d u c e d  b y  a  s o u r c e - s i n k
d o u b l e t  a n d  b y  a  p a i r  o f  v o r t i c e s  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t
l  r. j  d £  . ( 5 . 8 )id z  =  T y d x  «  ]±~y  v . '
I n d u c e d  v e l o c i t y  i n  y  d i r e c t i o n  
v  =  q ^  c o s  0  A  -  q  c o s  0  B
m 1 r 1 >r l
471 [ Xj + y /  + ( z x ■- z ) 2 I l x i2 +  y /  + -  z X | 5
y
' [ x j -  +  y ~ +  ( z 1 +  z p ]?-T~ 3,n
4 ir
r 1 1 I
( , l e J 1IL1 + (?*. " 22Z.i.)J >  1
S 2
| S d i 1[ 1 + ( z 2 + 2 z z - , ) l
3 . 5 . 1  [ Y - ^ £ £ , T
InV l
T F T IP "
6 z  z  1 1 5  z  z  1 +
f t p  I I T  “
>  V  =  “ Y - f e  -  3' j d £ z ( y i .  ( 5 - 9 )
4ir ] £ P  A irfc r^
5.6
I n d u c e d  v e l o c i t y  i n  t h e  x  d i r e c t i o n :  
u  ~  c o s O  ~  c o s O
ml I 74tt | I x p  + y p  + ( z ,  -- z)  2 | V’_ | x x2 + y /  -1- (Zj  + z ) 2 | ^ j
* u - 3 p d £ z )>:1 
4 ir  I p 6 ( 5
I n d u c e d  v e l o c i t y  i n  z  d i r e c t i o n :  
w  ~  q ^  c o s  0z  -  q ^  s i n  0z
T il
r  z i  -  z Z i  +  Z  T
J Xl 2 + y x2 + ( z 4 -  z ) 2 p/z. Ix 2' i »• Y j 2 + ( z x + z ) 2 | ^ J
->  => W = mxz f  6z j  2 _ 7 2 f  1  . 15z j 2 1 5 z i a 'j
~
4tt| ? | 3 [ £ 2 1 z U 2 ' T " - f T  1
F o r  a  d o u b l e t ,  z  +  o  
6z
w  =
m z f -  -  2 yd£" 4 :r | \  | T
3 z
( 5 . 1 1 )
N o w , c h a n g e  t h e  c o - o r d i n a t e  s y s t e m  s o  t i n t  i t  h a s  i t s ' o r i g i n  a t  t h e  
n o z z l e ,  F i g u r e  5 3 a .
Xj « ( X  -  X o )  c o s  a  + ( Z  -  Z o )  s i n  a
y, -  *
Z j  =  ( Z  -  Z o )  c o s  a  -  ( X  -  X o )  s i n  a
D u e  t o  a n  e l e m e n t  o f  t h e  v o r t e x  s h e e t  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a r e :  
d U  =  u  c o s  a  •• w  s i n  a
c o s  a  + (Z -  Z o )  s i n  a j  j"(Z -  Z o )  c o s  a  -  (X
c o s  a  -  s m  a -2 [ ( Z  -  Z o )2 c o s 2 a  +  ( X  ~  X o )  2 s i n 2 a
-  2 ( Z  -  Z o )  ( X  -  X o ^ c o s  a  s i n  a ]  -  1 
d Z o  “  d £  s i n  a
■> <1U = d n l - ? - r (  -f t :  (X -  X o )  I ( Z  -  Z o )  c o t  a  -  (X -  Xo) j + ).
4  I | ( P  f
( 5 . 1 2 )
X o )s in
5.
dV «  v «  ^ | f s  < ( Z  -  Z o )  c o t  a  -  ( x  ~  X o ) ( 5 . 1 3 )
dW « u sin a + w cos a
„ UdZo f 3 
-> dW “ 4WHI3 [  I 2
( Z  -  Z o )2 c o t  a  -  ( Z  -  Z o ) ( X  -  X o ) c o t  a  ( 5
X o
N o w ,  w o r k i n g  i n  t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o - o r d i n a t e s  Z o  -  Z o / a ;  X o  ^ ; 
€
x *  B  * .  v "  =  £  £  =  e t c .  a n d  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d o u b l e t
a* J a? * a
s t r e n g t h  g i v e n  b y  E q u a t i o n  5 . 6  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a r e .
dU m2 S ___
dZo t n
r  1 Zo"
1
q
kmP nL
J 1
, . 3Of -  X o ' )
1 ♦ -  \ c r ~
( Z "  -  Z o " ) c o t  a
( X "  -  X o " ) (5.15)
dV _ 0 m26Y*'= 3 ", ' i v r r s dZo tan
u o I
dW  m 2 0  w  ^  _  ” i
■—— *= i d Z o  t a n
Z o *
k m ?
q “ x ! ( Z "  -  Z o " )  c o t  a  -  (x'-  -  X o ' ) |
"  W I
Z o  v
k m PI VMM €t '
q -
k l U T ^ 2""" z° ' ) cot a " (x" ~ Xo' }]
“ ]( 2 -  -  2 o ' )  -  c o t  a  | ( 5 . 1 7 )
O n  t h e  i n f i n i t e  w a l l ,  Z  =  0 ,  t h e  v e l o c i t y  n o r m a l  t o  t h e  w a l l ,  w ,  
i s  z e r o .  T h u s  t h e  im a g e  s y s t e m  c a n  b e  u s e d  t o  g i v e  t h e  i n d u c e d  
v e l o c i t i e s  U a n d  V .
/* " ry *“» 'Zo q -n
, q k m P
, /
d U  „  m20d Z o ^  - i
u ; " W T 3- tan
d V  - 3 m 2B Y "  j  „
-  2 ! r - r dZo tan q
3 ( X '  - Z o ^  c o t  a  +  ( X '  - Xol ]
Z o
kniP
q-i
I C I 2
Z o "  c o t  a  +  ( X "  -  X o  ) l  ( 5 . 1 9 )
• T h e  o v e r a l l  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  o n  t h e  p l a n e  Z  =  o  a r e  g i v e n  b y  t h e  
i n t e g r a l  o f  t h e s e  e x p r e s s i o n s  a l o n g  t h e  j e t  p a t h  f r o m  t h e  n o z z l e  t o  
i n f i n i t y  d o w n s t r e a m .
14)
> 1 6 )
( 5 . 1 8
. D o w n w a s h  P a r a m e t e r s  
C a l c u l a t i o n  o f  t h e  d o w n w a s h  v e l o c i t i e s  g i v e s  t h e  m o r e  g e n e r a l  
s o l u t i o n  o f  t h e  a b o v e  s e t  o f  e q u a t i o n s .
T h e  j e t  i s  c o n s i d e r e d  t o  e x h a u s t  f r o m  a  p o i n t  s o u r c e  a b o v e  a n  
i n f i n i t e  w a l l ,  w h i c h  i t  m a y  l a t e r  i m p i n g e  u p o n  d o w n s t r e a m ,
F i g u r e  5 4 .  A n  im a g e  s y s t e m  i s  a g a i n  e m p l o y e d  t o  s i m u l a t e  t h e  
i n f i n i t e  w a l l  a t  Z  =  H ,  t h e  h e i g h t  o f  t h e  j e t  a b o v e  t h e  
g r o u n d .
T o  f a c i l i t a t e  t h e  a n a l y s i s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  a f t e r  t h e  j e t  s t r i k e s  
t h e  i n f i n i t e  w a l l  i t  h a s  n o  f u r t h e r  e f f e c t  u p o n  t h e  d o w n w a s h  
p a r a m e t e r s .
I n  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m ,  t h i s  o c c u r s  a t : -
w h e r e  d Z  =  s t e p  s i z e
N  =  n u m b e r  o f  i n t e g r a t i o n  s t e p s .
D u e  t o  t h e  j e t  a l o n e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  d U ,  d V  a n d  dW 
a r e  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  5 . 1 5 ,  5 . 1 6  a n d  5 . 1 7  r e s p e c t i v e l y .  T o  
c a l c u l a t e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  d u e  t o  t h e  i m a g e  Z  i s  r e p l a c e d  
b y  ( 2 H - Z )  i n  t h e  a b o v e  e q u a t i o n s ,  a n d  t h e  t o t a l  d o w n w a s h  v e l o c i t i e s
a r e  g i v e n  b y  t h e  a d d i t i o n  b o t h  o f  t h e  a b o v e  c o n t r i b u t i o n s .
T h u s ,
Simulation of Blockagc Effeet
W h e n  t h e  j e t  e x h a u s t s  i n t o  t h e  c r o s s f l o w  i t  f o r m s  a  p o t e n t i a l  c o r e  
w h i c h  a c t s  a s  a  b l o c k a g e  t o  t h e  c r o s s f l o w  d e s c r i b e d  i n  c h a p t e r  2 . 
T h i s  b l o c k a g e  c a n  b e  r o u g h l y  s i m u l a t e d  b y  a  s o l i d  c y l i n d e r ,  o f  
t h e  s a m e  s h a p e  a n d  s i z e  a s  t h e  n o z z l e ,  i n  a  u n i f o r m  f l o w ,  F i g u r e  5 5  
T h i s  b l o c k a g e  c a n  b e  a d d e d  t o  t h e  d o u b l e t  s t r e n g t h  a t  a n  e a r l y  
s t a g e  o f  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  m o d e l .
D o u b l e t  s t r e n g t h  d u e  t o  a  c i r c u l a r  c y l i n d e r  i n  a  u n i f o r m  f l o w ,
p =  2 i r a 2 U  ( 5 .o
T h i s  i s  t h e  c o r r e c t e d  t o t a l  d o u b l e t  s t r e n g t h  a t  t h e  n o z z l e  e x i t ,
a n d  s o  e q u a t i o n  5 . 6  b e c o m e s
}j =  2 ? ra2 U o  +  f r a2m2 U o  3 t a n  1 4 ™
d Z o
= >  y  =  i r a 2 U o  ( 2  +  m2 (3 t a n  1 4 — ^) ( 5 .
d Z o
S i n c e  d X o  =  0  a t  t h e  n o z z l e .  
d Z o
T o  e x t e n d  t h i s  a n a l y s i s  t o  e l l i p t i c  j e t s  a  c o m p l e x  a r r a n g e m e n t  o f  
m o n o p o l e s  a n d  d o u b l e t s  i s  n e c e s s a r y  t o  s t i m u l a t e  t h e  b l o c k a g e  i n  
t h i s  c a s e .
T o  s i m p l i f y  t h e  p r o b l e m  a  c o r r e c t i o n  i s  m a d e  i n s t e a d  t o  t h e  
i n d u c e d  v e l o c i t i e s  i n  e q u a t i o n s  5 . 1 5  -  5 . 1 7 .
T h e  J o u l c o v ^ s k i  t r a n s f o r m a t i o n  i s  u s e d  t o  m a p  t h e  e l l i p s e  o n t o  a  
c i r c l e ,  w h e r e  t h e  v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  c a n  b e  c a l c u l a t e d ,  F i g u r e  5 6  
I n  t h e  Z  p l a n e  t h e  f l o w  a r o u n d  a  s o l i d  c y l i n d e r  i s  g i v e n  b y
t h e  c o m p l e x  p o t e n t i a l ,  w .
„ 2 .'o
T h e  J o u k o w s k i  t r a n s f o r m a t i o n  b e t w e e n  t h e  C a n d  t h e  Z  i s  n o w  
e m p l o y e d :
uc ~ ivc *  U o
.2
( x 2~ y 2~ a 2 )  ( x 2 - y  2- - b 2 ) - j - x x2y 2+ i 2x y ( a 2- b 2 )  
( x 2- y 2~ b 2 )  +  4 x 2y 2
(5.26)
T o  e v a l u a t e  UC a n d  V C  w e  n e e d  t o  k n o w  x  a n d  y  i n  t e r m s  
o f  n  a n d  £ .
Z = x  +  i y  = |  + - /  C 2 -  4 b 2
jl i
(£2 ~  q 2 -  4 b 2 )  +  4 C 2n 2 
( 62 -  q 2 -  4 b 2 )  +  4  C2n 2
c o s  <|)/2 
s i n  <j)/2
ta n cf)
2£n___ _
■ 2 -  4b2
( 5 . 2 7 )
( 5 . 2 8 )
( 5 . 2 9 )
Y “ tv
A s s u m i n g  t h a t  t a n  i s  c a l c u l a t e d  i n  t h e  r a n g e  +  t t / 2  t o  
- it/2 c a r e  m u s t  b e  t a k e n  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e c t  v a l u e  of <j>.
a 2 +  b 2
E l l i p s e  a s p e c t  r a t i o n ,  A R  -
i2 -  b2
*> b ‘
6' “  r ^  c o s
A R
. A R  -I- 1
( 5 . 3 0 )
n  =  r  s i n  0 a n d  r  “v b
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n t o  e q u a t i o n s  5 . 2 6  g i v e s  t h e  f l o w  
a r o u n d  a n  e l l i p s e  i n  a  u n i f o r m  s t r e a m .  T h i s  c o r r e c t i o n  i s  n o w  
m a d e  t o  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  i n  e q u a t i o n s  5 . 1 5  ~  5 . 1 7 .
U n l e s s  o t h e r w i s e  s t a t e d ,  w h e n  c a l c u l a t i n g  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  
f i e l d  d u e  t o  a  c i r c u l a r  n o z z l e  t h e  b l o c k a g e  i s  a d d e d  t o  t h e  
d o u b l e t  s t r e n g t h ,  e q u a t i o n  5 . 2 5 ,  a s  t h i s  g i v e s  a  b e t t e r  p h y s i c a l  
r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  f l o w .
C
5.11
3 * 3 ' S i m u l a t i o n  o f  E n t r a i n m e n t :
S o  f a r  n o  a t t e m p t  h a s  b e e n  m a d e  t o  r e p r e s e n t  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s -  
f l o w  f l u i d  i n  t h i s  m o d e l .  H o w e v e r ,  f o l l o w i n g  t h e  d i s c u s s i o n  i n  
c h a p t e r  3 i t  i s  c l e a r '  t h a t  e n t r a i n m e n t  o f  t h e  c r o s s f l o w  d o e s  
o c c u r  a n d  t h a t  i t  i s  m o r e  p r o n o u n c e d  a t  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s ,  
a s  e x p e c t e d .  F o r  t h e  m o d e l  t o  r e a l i s t i c a l l y  s i m u l a t e  t h e  f l o w  
i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n c l u d e  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  j e t  i n t e r f e r e n c e  
p h e n o m e n e n  a n  . e s t i m a t i o n  o f  t h e  e n t r a i n m e n t ,  a n d  t h e  r e s u l t i n g  
e f f e c t  u p o n  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d .  T h e  o n l y  e m p i r i c a l  
e x p r e s s i o n  a v a i l a b l e  f o r  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s f l o w  f l u i d  i s  t h a t  
o f  R i c o u  & S p a l d i n g  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  
s u r r o u n d i n g s .
T h e  a n a l y s i s  b e l o w  i s . f o r  a  d i s t r i b u t i o n  o f  s i n k s ,  p l a c e d  o n  a  J £ t
p a t h .
5 . 6 . 1  T h e  I n d u c e d  V e l o c i t y  F i e l d  d u e  t o  a  D i s t r i b u t i o n  o f
S i n k s  a l o n g  a  J e t  P a t h
L e t  t h e  i n d u c e d  r a d i a l  v e l o c i t y  d u e  t o  a  s i n k  b e  q r
a t  a  r a d i a l  d i s t a n c e  r  f r o m  t h e  s i n k .
I f  t h e  s i n k  s t r e n g t h  i s  m * t h e n  t h e  v e l o c i t y  p o t c n t . £ o , l
<J>, i s  d e f i n e d  b y
m*
4 iv r ( 5 . 3 1 )
T h e n ,  q
d(p _ • m*
( 5 . 3 2 )
r
C o n s i d e r  F i g u r e  5 3 b  w i t h  a  s i n k  " o n l y  a t  t h e  o r i g i n ,  A .  
T h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a t  P a r e  t h e n  g i v e n  b y : -
u  =  q  c o s  0x  
l r
m* X]
v  «  q ^  c o s  G y
w = q cos 0z
N o w , c o n s i d e r  a  d i s t r i b u t i o n  o f  s u c h  s i n k s  a l o n g  a  j e t  
p a t h .  T h e  c o o r d i n a t e  s y s t e m  m u s t  n o w  b e  c h a n g e d  t o  t h a t  
s h o w n  i n  F i g u r e § 3  a ,  w h i c h  g i v e s
Xj ~ ( X  -  X o )  c o s  a + ( Z  -  Z o )  s i n  a 
y i  =  Y
Z \  ~  ( Z  -  Z o )  c o s  a  -  ( X  ~  X o )  s i n  a
T h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  i n  t h i s  s y s t e m  a r e s -
d U  =  u  c o s  x -  w  s i n  a
= >  d U  -  -  m *  ( X  ~  X o )  ( 5 . 3 3 )
4  n r  3
d V  -  V  -  -  m * Y  ( 5 . 3 4 )
4 n r  3
d  =  u  s i n  a  +  w  c o s  a
« >  dW  ™ -  m * ( Z  -  Z o )  • ( 5 . 3 5 )
4 n r  3
5 . 6 . 2  E n t r a i n m e n t  B a s e d  o n  a  J e t  E x h a u s t i n g  i n t o  Q u i e s c e n t  
S u r r o u n d i n g  
R i c o u  & S p a l d i n g  g i v e  
{ . « !
d l  a  .
F o r  a n  e l e m e n t  o f  l e n g t h  , 6 1
5.12
m,  dM 81 A ?TT p u lk - -  . —-  = 0 . 1 6  it a  U T I—  d£ P J I a J
. >  „ -  -  O j O i J H Y i V i l )  ( 5 . 36)
r  e -2
E q u a t i o n  5 . 3 6  i s  n o w  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q u a t i o n s  5 . 3 3 ,  5 . 3 4  
a n d  5 . 3 5  t o  g i v e : ~
d U  =  -  ( X  -  X o )  ( 5 . 3 7 )
r » 3
d v  -  -  ( 6£ / a ) . Y  ( 5 .  3 8 )
£ f'«
d w  „  _  O J 3 4 J J J  ( f i £ / a ) . ( z  -  Z o )  ( 5 . 3 9 )
C' 3
m  = r dzo2 + dxo2] v?-
a  L  J
T o  c a l c u l a t e  t h e  v e l o c i t y  f i e l d  d u e  t o  a  j e t  e x h a u s t i n g  
f r o m  a n  i n f i n i t e  w a l l  a n  im a g e  i s  e m p l o y e d  a t  Z  =  0 ,  g i v i n g ,
~  -  — —  ( X  -  X o )  d U / a )  ( 5 . 4 0 )
V °  jr. 3
dV 0 .08ra j / a / \ rc / -w  d  U / a )  ( 5 . 4 1 )
VO t , 3
dW =  0
T h e  t o t a l  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  i s  g i v e n  b y  t h e  a d d i t i o n  
o f  t h e  t w o  a b o v e  e x p r e s s i o n s  t o  e q u a t i o n s  5 . 1 8  a n d  5 . 1 9  
r e s p e c t i v e l y .
I n  c h a p t e r  3  i t  w a s  s h o w n  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  g i v e n  b y  
R i c o u  & S p a l d i n g  g i v e s  a n  e n t r a i n m e n t  r a t e  o f  t h e  s a m e  
o r d e r  o f  m a g n i t u d e  a s  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o f  K a m o t a n i  
& G r e b e r  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  r e g i o n  o f  t h e  j e t .  T h o m p s o n ’ s  
r e s u l t s ,  h o w e v e r ,  s h o w  t h a t  a s  t h e  j e t  r e c e e d s  d o w n s t r e a m  
t h e  e n t r a i n m e n t  t r a i l s  o f  r a p i d l y  t o  a  f a r  l o w e r  v a l u e .
5 . 6 . 3  E n t r a i n m e n t  B a s e d  o n  a  J e t  i n  a  C o - F l o w i n g  S t r e a m  
F o r  t h e  a b o v e  r e a s o n  a n  a l t e r n a t i v e  e x p r e s s i o n  f o r
e n t r a i n m e n t  r a t e  w a s  a l s o  e v a l u a t e d  b a s e d  o n  a  j e t  i n  a
c o - f l o w i n g  s t r e a m .  I t  w a s  h o p e d  t h a t  t h i s  w o u l d  g i v e  a  
r e a s o n a b l e  i n d i c a t i o n  o f  C h e  e n t r a i n m e n t  r a t e  w h e n  t h e  
a x i a l  v e l o c i t y  o f  t h e  j e t  w a s  c l o s e  t o  t h e  f r e e s t r e a m  
d i r e c t i o n .
T h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  s i n k  s t r e n g t h  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  I .
T h e  r e s u l t i n g  i n d u c e d  r a d i a l  v e l o c i t y  i s
5.13
w h i c h  c a n  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q u a t i o n s  5 . 3 3 ,  5 . 3 4  a n d  5 . 3 5  
t o  g i v e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  i n  t h e  X ,  Y  a n d  Z  d i r e c t i o n s  
r e s p e c t i v e l y ,  A  s i m i l a r  m e t h o d  c a n  a g a i n  b e  e m p l o y e d  t o  
g i v e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  f r o m  
a n  i n f i n i t e  w a l l .
5 . 1 5
5 .  7 P r e s s u r e , S u c t i o n  F o r c e  a n d  P i  t e l l i n g  Mo m e n t  C o e f f i c i e n t s  
5 . 7 . 1  P r e s s u r e  C o e f f i c i e n t
U s i n g  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  p r e d i c t e d  b y  t h e  m o d e l  t h e  
p r e s s u r e  c o e f f i c i e n t ,  C p ,  c a n  b e  d e f i n e d  a t  a n y  p o i n t  i n  
t h e  f l o w : -
^  V2 P U o2
T o t a l  h e a d  e q u a t i o n :  p 1 +  V2 P U 1 =  P Q +  V2 P
( 5 . 4 3 )
C p  =  1 1 - "(U o +  d U)2 -I- d V 2
= >  C p  «  -
2 d U
U
dU* dV'
( 5 . 4 4 )
. C p
2dU
U
( 5 . 4 5 )
5 . 7 . 2  S u c t i o n  F o r c e  C o e f f i c i e n t
T h e  s u c t i o n  f o r c e  c o e f f i c i e n t ,  c  > i s  d e f i n e d  o n  t h e  i n f i n i t es
w a l l  f r o m  w h i c h  t h e  j e t  i s s u e s .
F o r c e  o n  w a l l
V2 P Uq2 7i a 2
=> C  «  -  -
S Ti
r / a 2 tt
C p  j^| d de
=> C
r / a
1 j
2ir
fdu] £1
. u j  6 .
de ( 5 . 4 6 )
5 . 7 . 3  P i t c h i  n g  M o m e n t C o e f f i c i e n t
A  p o s i t i v e  p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t ,  C m , o n  t h e  w a l l  i s  
d e f i n e d  a s  n o s e  u p  o n  a n  a i r c r a f t ,  s e e  c h a p t e r  3 .
Cm = momQnt >n wa11 
V2 P U 2 ir a 3
- >  Cm  ~  ~
' r / a  (-2ti [  >
c £ j
1 J o
c o s  0 dO
5.16
r / a  (2vr 2
- >  Cm  '■+
2
d 0 ( 5 . 4 7 )
if
T h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  c a n  b e  u s e d  t o  e v a l u a t e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  a s  w e l l  a s  d a t a  g i v e n  b y  t h e  m o d e l .
A n  a l t e r n a t i v e  m e t h o d  c a n  b e  u s e d  t o  p r e d i c t  t h e  s u c t i o n  
f o r c e  a n d  p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t s  t h r o u g h  t h e  
u t i l i z a t i o n  o f  s i m i l a r i t y  a r g u e m e n t s ,  d i s c u s s e d  b e l o w ,  
w h i c h  r e q u i r e s  a  l e s s  s p e c i f i c  i n p u t  t h a n  t h e  g e n e r a l  m o d e l  
d e s c r i b e d  a b o v e .
5.17
5 * 8 S I M I L A R I T Y  L AV/S
U s i n g  s i m i l a r i t y  l a w s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
s u c t i o n  f o r c e  a n d  p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  r e q u i r e  o n l y  v e r y  
. l i m i t e d  i n p u t  d a t a ,  w h i c h  c a n  b e  d e t e r m i n e d  a c c u r a t e l y .
A s s u m e ,  a s  i n  t h e  v o r t e x  s h e e t  t h e o r y ,  t h a t  t h e  j e t  p a t h  i s  o f  t h e  f o r m
X o
kraPa
Z o
kmPa
N o w , d e n o t e  v a r i a b l e s  a s  Z o *
( 5 . 4 8 )
Zo * Z o
k m P  k m P a  
T h u s ,  e q u a t i o n  ( 3 2 )  b e c o m e s  X o *  =  Z o * ^ ,
a n d  e q u a t i o n  ( 1 8 )  r e d u c e s  t o :
, etc.
d U  _  2 _3 ( k n P )  d Z o *  t a n
U  "  m 2  ( k m P ) J
q Z o
~  ( ¥ ) '  57 ■ I  H P
3 ( X * - X o * )
— p r I Z o * ^  +  ( X * - X * o )
3 ( X * - X o * ) Zo*9q + (X*“ Zo*9)
T h u s ,  i n  t e r m s  o f  s i m i l a r i t y  v a r i a b l e s  t h e  s u c t i o n  f o r c e  c o e f f i c i e n t .
e q u a t i o n  ( 5 . 4 6 )  r e d u c e s  t o :
Cs 7T
/ k m P \2 U 
U  /  Uj knd i d  1  I S * )  d  0
Zir
Jo
( kmPV u 1 (  r  N _____
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T h i s  e x p r e s s i o n  m a y  n o w  b e  e v a l u a t e d  u s i n g  e q u a t i o n  ( 5 . 49)
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U s i n g  s i m i l a r i t y  a r g u m e n t s  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t ,  
e q u a t i o n  5 . 4 7 ,  r e d u c e s  t o :
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( 5 . 5 1 )
T h e  m a i n  a d v a n t a g e  o f  t h i s  m e t h o d  i s  t h a t  t h e  o n l y  i n p u t  i s  t h e  
v a l u e  o f  e x p o n e n t  q ,  i n  e q u a t i o n  5 . 4 8 ,  a n d  u n l e s s  t h i s  e x p o n e n t  c h a n g e s  
( i n  p r a c t i c e  o n l y  w i t h  c h a n g i n g  n o z z l e  s h a p e  o r  t h e  i n i t i a l  j e t  i n c l i n ­
a t i o n  t o  t h e  c r o s s f l o w )  t h e  r e s u l t s  a p p l y  t o  a l l  f l o w  c o n f i g u r a t i o n s  
c o n s i d e r e d .  F r o m  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 . 1 ,  t h e  
o p t im u m  v a l u e  o f  q  i s  2 . 7 5
A  c o m p u t e r  p r o g r a m ,  i n  A l g o l  6 0 ,  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  t o  e v a l u a t e  
e q u a t i o n s  5 . 5 0  a n d  5 . 5 1  a n d  t o  p l o t  t h e  r e s u l t i n g  s u c t i o n  f o r c e  a n d  
p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t s .  A  f l o w  d i a g r a m  o f  t h i s  p r o g r a m  i s  g i v e n ,  
i n  A p p e n d i x  I I I  a n d  t h e  r e s u l t s  a r e  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 . 7 .
T h e  s i m i l a r i t y  a r g u m e n t s  o u t l i n e d  a b o v e  h a v e  b e e n  d i s c u s s e d  i n  
g r e a t e r  d e t a i l  b y  B r a d b u r y ( 3 8 )  ^ w a s  s h o w n  t h a t  b y  m a k i n g  c o r r e c t i o n s
f o r  t h e  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h e  n o z z l e  s h a p e  a n d  j e t  e n t r a i n m e n t  t o  t h e  
i n d u c e d  v e l o c i t y  f i e l d ,  u s i n g  e x p r e s s i o n s  s i m i l a r  t o  t h o s e  d i s c u s s e d  i n  
S e c t i o n s  5 . 5  a n d  5 . 6 ,  t h e  c o l l a p s e  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  w a s  s i g n i f i c a n t l y  
i m p r o v e d  w h e n  p r e s e n t e d  i n  s i m i l a r i t y  f o r m .
6.1
6 • E V A L U A T I O N  o f  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  
3 * T n t  r °, d u c t  i o n
I n  t h i s  C h a p t e r  t h e  f l o w  c h a r a c t e r i s t i c s  p r e d i c t e d  b y  t h e  v o r t e x  s h e e t  
m o d e l  t o  d e s c r i b e  t h i s  j e t  i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 .  T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  d i s c u s s e d  
b e l o w  i s  i n  n o  w a y  u s e d  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  a n d  
s o  a l l  c o m p a r i s o n s  w i l l  g i v e  a  t r u e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  m o d e l .
T h e  g r o s s  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  f l o w ,  s u c h  a s  t h e  s u c t i o n  f o r c e s ,  a r e  
o f  p r i m e  i m p o r t a n c e  w h e n  e v a l u a t i n g  a n y  m o d e l  s i n c e ,  i f  r e a s o n a b l e  c o m p a r ­
i s o n s  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  n o t  a t t a i n e d  f o r  t h e s e  c h a r a c t e r i s t i c s ,  a t  
l e a s t  s o m e  o f  t h e  b a s i c  a r g u m e n t s  u s e d  i n  t h e  m o d e l  a r e  u n f o u n d e d .  T h e  
e n c o u r a g i n g  c o l l a p s e  o f  s u c t i o n  f o r c e  d a t a  p r e s e n t e d  i n  s i m i l a r i t y  f o r m  a n d  
i t s  c l o s e  a g r e e m e n t  w i t h  p r e d i c t e d  r e s u l t s  u s i n g  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  
i s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 . 7 .  T h i s  c o m p a r i s o n  s h o w s  t h a t  a t  l e a s t  t h e  b a s i c  
f o r c e  r e q u i r e m e n t s  im p o s e d  b y  t h e  f l o w  a r e  m e t .
T h e  c o l l a p s e  o f  p i t c h i n g  m o m e n t  d a t a ,  a b o u t  t h e  j e t  a x i s ,  w a s  g e n e r a l l y  
i n f e r i o r  t o  t h a t  o f  t h e  s u c t i o n  f o r c e  d a t a .  T h i s  w a s  a t t r i b u t e d  t o  a  n u m b e r  
o f  r e a s o n s .  F i r s t l y ,  t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  i s  l a r g e l y  d e p e n d e n t  u p o n  p r e s s u r e  
r e a d i n g s  a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  u p s t r e a m  a n d  d o w n s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e .  
D o w n s t r e a m  o f  t h e  j e t  a  t u r b u l e n t  w a k e  r e g i o n  h a s  b e e n  o b s e r v e d  b y  m a n y  
a u t h o r s ,  a n d  n o t  o n l y  c a n  t h i s  n o t  b e  s i m u l a t e d  i n  t h e  p o t e n t i a l  f l o w  m o d e l ,  
b u t  m e a s u r e d  t u r b u l e n t  w a k e  a l s o  v a r i e s  c o n s i d e r a b l y  w i t h  v a r i o u s  a u t h o r s ,  
s e e  F i g u r e  4 1 a  a n d  4 1 b .  U p s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e  t h e  s i n k  e f f e c t  o f  t h e  j e t  
a t  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s  s i g n i f i c a n t l y  a f f e c t s  t h e  p r e s s u r e  c o n t o u r s ,  
w h i c h  t h e  v o r t e x  m o d e l  p r e s e n t e d  i n  s i m i l a r i t y  f o r m  d i d  n o t  s i m u l a t e .  T h u s ,  
t h e  p i t c h i n g  m o m e n t  r e s u l t s  a r e  n o t  p a r t i c u l a r l y  u s e f u l  f o r  g i v i n g  a n  i n d i ­
c a t i o n  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  p r e s e n t e d  i n  s i m i l a r i t y  f o r m .
6.2
6.2 D o w n w a s h  V e l o c i t i e s
T h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  5 d e s c r i b i n g  t h e  d o w n w a s h  v e l o c i t i e s  a t  
a  p o i n t ,  e q u a t i o n s  5 . 2 1 ,  5 . 2 2  a n d  5 . 2 3 ,  h a s  b e e n  u s e d  t o  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m ,  
i n  F o r t r a n ,  w h i c h  g i v e s  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a n d  v e l o c i t y  v e c t o r  a t  a n y
t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  i t  w a s  a s s u m e d  t h a t  a f t e r  s t r i k i n g  t h e  g r o u n d  t h e  j e t  
d i s p e r s e d  w i t h  n o  s i g n i f i c a n t  e f f e c t  u p o n  t h e  f lo x t f .  T h i s ,  o f  c o u r s e ,  i s  n o t  
t r u e  i n  p r a c t i c e ,  b u t  s i m u l a t i n g  a n y  f u r t h e r  a c t i o n  b y  t h e  j e t  w o u l d  b e  
e x t r e m e l y  d i f f i c u l t .
T h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  h a v e  b e e n  c o m p a r e d  x ^ i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  s u p p l i e d  
b y  T r e b b l e O ? )  w h0 i n v e s t i g a t e d  t h e  e f f e c t  o f  x z in d  t u n n e l  c o n s t r a i n t s  o n  
t h e  i n d u c e d  d o x ir a w a s h  v e l o c i t i e s  d u e  t o  a  j e t  e x h a u s t i n g  f r o m  a  m o d e l .
T r e b b l e  m e a s u r e d  d o x m w a s h  v e l o c i t i e s  a t  a  n u m b e r  o f  s t a t i o n s  i n  a  2 4  f t .  
o p e n  t u n n e l ,  w h e r e  g r o u n d  e f f e c t s  w e r e  a s s u m e d  t o  b e  n e g l i g i b l e ,  a n d  t h e n  
c o m p a r e d  t h e m  x - z i t h  r e a d i n g s  t a k e n  i n  a  c l o s e d  t u n n e l  w i t h  t h e  m o d e l  a t  
v a r i o u s  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  g r o u n d .
T r e b b l e  o b s e r v e d  t h a t  f o r  a n y  V / S T O L  c o n f i g u r a t i o n  i n  a  c l o s e d  w o r k i n g  
s e c t i o n  w i n d  t u n n e l  t h e r e  i s  a  l i m i t i n g  v a l u e  o f  v e l o c i t y  r a t i o  f r o m  x t f h ic h  
m e a n i n g f u l  r e s u l t s  c a n  b e  o b t a i n e d .  A t  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s  a  f l o o r  
v o r t e x  i s  f o r m e d  r e s u l t i n g  i n  t h e  c o m p l e t e  d i s t o r t i o n  o f  t h e  f l o w  f i e l d .
T h i s  l i m i t i n g  v e l o c i t y  r a t i o ,  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w ,  
c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  f o l l o w s :
T r e b b l e  a l s o  n o t e d  t h a t  f l o w  b r e a k d o w n  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  a  r e g i o n  o f  
r e d u c e d  s t a t i c  p r e s s u r e  o n  t h e  x t f a l l  o p p o s i t e  t h e  n o z z l e .
T r e b b l e  a n a l y s e d ,  t h e  d o x z n x z a s h  a t  a  fe x z1 s t a t i o n s  i n  c o n s i d e r a b l e  d e t a i l  
a n d  s o m e  o f  t h e  r e s u l t s  a t  o n e  o f  t h e s e  s t a t i o n s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  p r e d i c t e d
p o i n t  i n  t h e  f l o x z  f o r  a  p r a c t i c a l  r a n g e  o f  v e l o c i t y  r a t i o s .  I n  d e v e l o p i n g
(6.1)
6.3
d o w n w a s h  a n g l e s  i n  F i g u r e  5 7 .  F o r  t h e  c a s e  o f  t h e  j e t  m o d e l  i n  t h e  2 4  f t .  
o p e n  t u n n e l ,  w h e r e  t h e r e  i s  a s s u m e d  t o  b e  n o  i n t e r f e r e n c e  f r o m  t h e  g r o u n d ,  
t h e  p r e d i c t e d  d o w n w a s h  a n g l e s  a g r e e  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  i n d i ­
c a t i n g  t h a t  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  c l o s e l y  s i m u l a t e s  t h e  f l o w  f i e l d ,  a t  
t h i s  s t a t i o n ,  i n  t h e  a b s e n c e  o f  a n y  g r o u n d  i n t e r f e r e n c e .  A s  t h e  j e t  n o z z l e  
a p p r o a c h e s  t h e  g r o u n d ,  f o r  j e t  v e l o c i t y  r a t i o s  l e s s  t h a n  t h e  v a l u e  g i v e n  b y  
e x p r e s s i o n  6 . 1 ,  t h e  p r e d i c t e d  d o w n w a s h  a n g l e s  g i v e  a  r e a s o n a b l e  i n d i c a t i o n  
o f  t h e  t r u e  v a l u e s .  H o w e v e r ,  a b o v e  t h i s  l i m i t i n g  v e l o c i t y  r a t i o ,  a t  t h i s  
s t a t i o n ,  t h e r e  i s  a  r a p i d  r i s e  i n  t h e  m e a s u r e d  d o w n w a s h  a n g l e  w h i c h  i s  n o t  
i n d i c a t e d  b y  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l .
T h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  d e s c r i b e d  a b o v e  o n l y  u s e d  d o u b l e t s  t o  s i m u l a t e  
t h e  j e t ,  a l t h o u g h  a  s i n k  d i s t r i b u t i o n  p l a c e d  o n  a  j e t  p a t h  c a n  e a s i l y  b e  
a d d e d .  S u c h  a  s i n k  d i s t r i b u t i o n ,  h o w e v e r ,  h a s  o n l y  a  m i n o r  e f f e c t  ( < 1 0 % )  
u p o n  t h e  r e s u l t i n g  d o w n w a s h  a n g l e  a n d  d o e s  n o t  s i g n i f i c a n t l y  i m p r o v e  t h e  
c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  p r e d i c t e d  a n d  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  I n  g e n e r a 1 i t  w a s  
f o u n d  t h a t  t h e  r e s u l t s  p r e d i c t e d  b y  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  w e r e  n o t  p a r t i c ­
u l a r l y  a c c u r a t e  f o r  s t a t i o n s  a  c o n s i d e r a b l e  d i s t a n c e  i n  f r o n t  o f  t h e  j e t ,  
o r  n e a r  t h e  j e t  c e n t r e l i n e  ( Y  =  0 )  w h e r e  a  t u r b u l e n t  w a k e  h a s  b e e n  o b s e r v e d  
b e h i n d  t h e  j e t .
6 . 3  I n d u c e d  P r e s s u r e  D i s t r i b u t i o n s  o n  a  F l a t  P l a t e
T h e  c o m p a r i s o n  o f  p r e d i c t e d  i n d u c e d  p r e s s u r e s  o n  a  f l a t  p l a t e  w i t h  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  g i v e s  a n  a c c u r a t e  i n d i c a t i o n  o f  t h e  a b i l i t y  o f  t h e  v o r t e x  
s h e e t  m o d e l  t o  p r e d i c t  i n  d e t a i l  t h e  i n d u c e d  f l o w  f i e l d  d u e  t o  t h i s  j e t  
i n t e r f e r e n c e  p h e n o m e n o n .  A l s o ,  t h i s  c o m p a r i s o n  i s  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  
f o r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  p h e n o m e n o n  t o  t h e  p r o b l e m  o f  c o n t r o l  o f  V / S T O L  
a i r c r a f t .
6.4
E x p e r i m e n t a l  d a t a ,  f r o m  a  n u m b e r  o f  a u t h o r s ,  d e s c r i b i n g  t h e  p r e s s u r e  
d i s t r i b u t i o n s  o n  a  f l a t  p l a t e  i s  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 . 6 ,  f o r  a  r a n g e  o f  
f l o w  c o n d i t i o n s .  F r o m  F i g u r e s  4 0 ,  4 1 ,  4 2  a n d  4 3  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  r e a s o n ­
a b l e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  a u t h o r s  e x i s t s ,  e x c e p t  o c c a s i o n a l l y  f o r  t h e  t u r b u l e n t  
w a k e  r e g i o n  b e h i n d  t h e  j e t ,  w h e n  o n e  c o n s i d e r s  t h e  d i f f e r i n g  c o n d i t i o n s  
u n d e r  w h i c h  t h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  ( T a b l e  3 A ) . T o  m a k e  c o m p a r i s o n s  
w i t h  p r e d i c t e d  d a t a  v e l o c i t y  r a t i o s  o f  4  a n d  8 w e r e  c h o s e n ,  b e i n g  t y p i c a l  
v a l u e s  e x p e r i e n c e d  i n  p r a c t i c e ,  a n d  t h e  d a t a  o f  B r a d b u r y  a n d  W o o d ( 2 )  i s  u s e d  
s i n c e  i t  i s  r e p r e s e n t a t i v e  o f  t h e  p r e s e n t e d  d a t a .
6 , 3 . 1  D o u b l e t s  O n l y  M o d e l
A f t e r  c a l c u l a t i n g  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  s i n g u l a r i t i e s  r e p r e s e n t i n g  
t h e  j e t  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  p l a c e  t h e m  o n  a n  e m p i r i c a l  j e t  p a t h .  T h e  
a l t e r n a t i v e  j e t  p a t h s  a r e  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  3 . 2  w h i c h  c o n c l u d e s  
t h a t  t h e r e  i s  c o n s i d e r a b l e  d a t a  d e s c r i b i n g  t h e  p a t h  o f  p e a k  t o t a l  
h e a d  a n d  l i m i t e d  d a t a  d e s c r i b i n g  t h e  p a t h  o f  v o r t e x  c e n t r e l i n e s .
P l a c i n g  t h e  d o u b l e t s  o n  t h e  p e a k  t o t a l  h e a d  p a t h  g i v e s  t h e  
i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  p r e s  e x i t  e d ^ i n - d F ' i g u r e s  5 8  a n d  5 9  f o r  
v e l o c i t y  r a t i o s  o f  4  a n d  8 r e s p e c t i v e l y .  I n  b o t h  e x a m p l e s ,  b u t  
e s p e c i a l l y  f o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o ,  t h e  s u c t i o n  f o r c e  o n  t h e  
f l a t  p l a t e  i s  s i g n i f i c a n t l y  u n d e r e s t i m a t e d .  T h e  c o n t o u r  l i n e s ,  
e s p e c i a l l y  f o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  4 ,  r e p r e s e n t  t h e  u p s t r e a m  p r e s s u r e s  
f a i r l y  c l o s e l y  b u t  a r e  c o n s i d e r a b l y  l o w e r  f o r  a l l  t h e  d o w n s t r e a m  
p r e s s u r e s .
A l t e r n a t i v e l y ,  p l a c i n g  t h e  d o u b l e t s  o n  t h e  p a t h  o f  v o r t e x  c e n t r e ­
l i n e s  g i v e s  i n d u c e d  p r e s s u r e s  s h o w n  i n  F i g u r e s  6 0  a n d  6 1 ,  a g a i n  f o r  
v e l o c i t y  r a t i o s  o f  4  a n d  8 r e s p e c t i v e l y .  F o r  b o t h  c a s e s  t h i s  s h o w s  a  
s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  o v e r  p l a c i n g  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  t h e  p a t h  o f  
p e a k  t o t a l  h e a d .  F o r  a  v e l o c i t y  r a t i o  o f  4  t h e  p r e d i c t e d  s u c t i o n  f o r c e
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w o u l d  b e  v e r y  c l o s e  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  v a l u e ,  l a r g e l y  d u e  t o  t h e  d o w n ­
s t r e a m  p r e s s u r e  . d i s t r i b u t i o n .  H o w e v e r ,  t h e  c p  c o n t o u r s  s l i g h t l y  
e x a g g e r a t e  t h e  m e a s u r e d  v a l u e s ,  a l t h o u g h  t h e y  d o  p r e d i c t  t h e  g e n e r a l  
f o r m ,  a p a r t  f r o m  i n  t h e  t u r b u l e n t  w a k e ,  v e r y  w e l l .  F o r  a  v e l o c i t y  
r a t i o  o f  8 t h e  c o n t o u r s  c p  <  0 t h e  c o r r e l a t i o n  i s  v e r y  g o o d ,  e x c e p t  
f o r  s m a l l  r e g i o n s  u p s t r e a m  a n d  d o x v n s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e ,  e s p e c i a l l y  
w h e n  o n e  c o n s i d e r s  t h a t  t h e  e x p e r i m e n t a l  c o n t o u r  c p  =  - 0 . 5  m a y  b e  
s l i g h t l y  u n d e r e s t i m a t e d  ( F i g u r e  4 2 ) .  F o r  t h i s  h i g h e r  v e l o c i t y  
r a t i o  t h e  s i n k  e f f e c t  o f  t h e  j e t  i s  o n e  r e a s o n  f o r  t h e  p o o r  c o r r e ­
l a t i o n  o f  c p  c o n t o u r s  d i r e c t l y  u p s t r e a m  o f  t h e  n o z z l e .
6 . 3 . 2  T h e  S i n l c - D o u b l e t  M o d e l
I n  a n  a t t e m p t  t o  i m p r o v e  t h e  v o r t e x  s h e e t  m o d e l  a  l i n e  d i s t r i b u ­
t i o n  o f  s i n k s  c a n  b e  a d d e d  t o  s i m u l a t e  e n t r a i n m e n t  i n t o  t h e  j e t .  
U n f o r t u n a t e l y ,  f r o m  t h e  v e r y  l i m i t e d  e x p e r i m e n t a l  d a t a  p r e s e n t e d  i n  
C h a p t e r  3 . 5  i t  i s  i m p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  a n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  f o r  
t h e  e n t r a i n m e n t  o f  c r o s s  f l o x ?  f l u i d  i n t o  t h e  j e t .  T o  g i v e  a n  i n d i c a ­
t i o n  o f  t h e  e f f e c t  o f  a d d i n g  s i n k s  t o  t h e  m o d e l ,  tw o  a p p r o x i m a t e  
d i s t r i b u t i o n s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  i n  C h a p t e r  5 . 6
A n  e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t s  o f  R i c o u  a n d  
S p a l d i n g ,  g i v i n g  a  c o n s t a n t  e n t r a i n m e n t  r a t e  f o r  a  j e t  e x h a u s t i n g  
i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d i n g s ,  m i g h t  b e  e x p e c t e d  t o  g i v e  a  r e a s o n a b l e  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  t r u e  e n t r a i n m e n t  r a t e  s i n c e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  
r e g i o n  o f  t h e  j e t  i t  w o u l d  b e  l o w e r  t h a n  t h e  a c t u a l  e n t r a i n m e n t ;  y e t  
i n  t h e  f u l l y  d e v e l o p e d  r e g i o n  i t  w o u l d  b e  g r e a t e r  t h a n  t h e  t r u e  
e n t r a i n m e n t  h e r e .  T h e  d a t a  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 . 5  ( s e e  F i g u r e  3 6 )  
s u p p o r t s  t h e  a b o v e  r e a s o n i n g ,
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H o w e v e r ,  p l a c i n g  t h i s  d i s t r i b u t i o n  o f  s i n k s  ( C h a p t e r  5 . 6 . 2 )  
o n  t h e  p a t h  o f  v o r t e x  c e n t r e l i n e s  c l e a r l y  o v e r e s t i m a t e s  t h e  s i n k  
e f f e c t  o f  t h e  j e t  a s  s h o w n  i n  F i g u r e s  6 2  a n d  6 3 .  I n  a n  a t t e m p t  t o  
p r o v i d e  a  b e t t e r  e s t i m a t e  o f  t h e  s i n k  e f f e c t  t h e  s i n k  d i s t r i b u t i o n  
w a s  p l a c e d  o n  t h e  p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d  w h i c h  p r o v i d e d  a  s m a l l e r ,  
b u t  s t i l l  e x a g g e r a t e d ,  e f f e c t  u p o n  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s ,  
e v e n  f o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o  ( F i g u r e s  6 4  a n d  68) .
U s i n g  a. c o n s i d e r a b l y  l o w e r  v a l u e  o f  e n t r a i n m e n t  r a t e ,  w h i c h  
d e c r e a s e d  w i t h  d i s t a n c e  a l o n g  t h e  j e t  p a t h ,  d e r i v e d  f o r  a  j e t  i n  a  
c o - f l o w i n g  s t r e a m  ( C h a p t e r  5 . 6 . 3 )  r e s u l t e d  i n  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  
s h o w n  i n  F i g u r e s  66 a n d  6 7  f o r  t h e  s i n k  d i s t r i b u t i o n  p l a c e d  o n  t h e  p a t h  
o f  v o r t e x  c e n t r e l i n e s .  T h i s  e x p r e s s i o n  s t i l l  e x a g g e r a t e d  t h e  s i n k  
e f f e c t ,  e v e n  f o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o ,  a l t h o u g h  i t  g a v e  c p  c o n t o u r s  
m u c h  c l o s e r  t o  t h e  t r u e  d i s t r i b u t i o n .  A l t e r n a t i v e l y ,  p l d c i n g  t h e  
s i n k  d i s t r i b u t i o n  o n  t h e  p a t h  o f  p e a k  t o t a l  h e a d  g a v e  a  g o o d  s i m u l a t i o n  
o f  t h e  s i n k  e f f e c t  f o r  t h e  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o  a n d  m a d e  o n l y  m i n o r  
d e t a i l  c h a n g e s  f o r  t h e  v e l o c i t y  r a t i o  o f  4 ( F i g u r e s  68 a n d  6 9 ) .
F r o m  t h i s  e x e r c i s e  i t  i s  c l e a r  t h a t  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  s i n k  
d i s t r i b u t i o n  n e c e s s a r y  t o  s i m u l a t e  t h e  s i n k  e f f e c t  o f  t h e  j e t  i s  c o n ­
s i d e r a b l y  l e s s  t h a n  t h a t  o f  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  q u i e s c e n t  s u r r o u n d ­
i n g s ,  a n d  f o r  l o w e r  v e l o c i t y  r a t i o s  ( l e s s  t h a n  4 )  l e s s  t h a n  f o r  a  j e t  
i n  a  c o - f l o w i n g  s t r e a m .  I n  C h a p t e r  3 , 5  i t  w a s  e s t a b l i s h e d  t h a t  t h e  
e n t r a i n m e n t  r a t e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  r e g i o n  o f  t h e  j e t  w a s  h i g h e r  t h a n  
f o r  j e t s  i n  s t i l l  a i r ,  b u t  f u r t h e r  d o w n s t r e a m  t h e  e n t r a i n m e n t  d e c r e a s e d  
r a p i d l y ,  a n d  a l s o  i n  t h i s  r e g i o n  d e c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s i n g  v e l o c i t y  
r a t i o .  T h u s ,  i f  a n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  c o u l d  b e  d e r i v e d  f o r  t h e  s i n k  
s t r e n g t h ,  i t  c o u l d  b e  e x p e c t e d  t o  g i v e  i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  
c l o s e  t o  t h o s e  m e a s u r e d  i n  p r a c t i c e .
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6 . 4  C o n c l u d i n g  R e m a r k s
T h i s  s t u d y  h a s  s h o w n  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  a  m o d e l ,  b a s e d  
u p o n  s o u n d  r e a s o n i n g ,  w h i c h  g i v e s  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  e x p e r i m e n t a l  
d a t a .  B y  p l a c i n g  t h e  s i n g u l a r i t i e s  o n  t h e  j e t  v o r t e x  p a t h ,  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  a c h i e v e  g o o d  c o r r e l a t i o n  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  t h e  o v e r a l l  s u c t i o n  
f o r c e s  o n  a  f l a t  p l a t e  p r e s e n t e d  i n  s i m i l a r i t y  f o r m .  A n a l y s i s  o f  i n d u c e d  
p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n s  o n  t h e  f l a t  p l a t e  h a s  s h o w n  t h a t  t h e  m o d e l  a l s o  
p r e d i c t s  t h e  c o r r e c t  f o r m  a n d  m a g n i t u d e  o f  t h e  p r e s s u r e  c o n t o u r s .  F o r  l o w  
v e l o c i t y  r a t i o s  ( l e s s  t h a n .  4 )  t h i s  i s  p o s s i b l e  u s i n g  t h e  v o r t e x - d o u b l e t  
m o d e l  o n l y ,  b u t  f o r  h i g h e r  v e l o c i t y  r a t i o s  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a d d  a  s i n k  
d i s t r i b u t i o n  t o  t h e  m o d e l  t o  s i m u l a t e  e n t r a i n m e n t  i n t o  t h e  j e t .
O n e  o f  t h e  p r o b l e m s  i n  e s t a b l i s h i n g  a  m o d e l  w h i c h  c o v e r s  a l l  c o n f i g ­
u r a t i o n s  o f  a  j e t  e x h a u s t i n g  i n t o  a  c r o s s  f l o w  i s  t h e  l a c k  o f  r e l e v a n t  
e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  a n d  h e n c e  a  n u m b e r  o f  r e c o m m e n d a t i o n s  c a n  b e  m a d e  f o r  
f u t u r e  r e s e a r c h .
( 1 )  T h e  e f f e c t  o f  o p e r a t i n g  c o n d i t i o n s  ( n o z z l e  v e l o c i t y  p r o f i l e ,  
t u r b u l e n c e  l e v e l s ,  e t c . )  o n  t h e  r e s u l t i n g  f l o w  f i e l d .
( 2 )  T h e  j e t  v o r t e x  p a t h ,  e s p e c i a l l y  f o r  o t h e r  t h a n  c i r c u l a r
n o z z l e s ,  a n d  f o r  j e t s  e x h a u s t i n g  o t h e r  t h a n  n o r m a l l y  i n t o  
t h e  c r o s s  f l o w .
( 3 )  A n a l y s i s  o f  t h e  c o m p l e t e  f l o w  f i e l d  f r o m  w h i c h  m a s s  f l u x ,
c i r c u l a t i o n  a n d  v o r t i c i t y  c a n  b e  a c c u r a t e l y  d e t e r m i n e d  
f o r  t h e  f i r s t  t i m e .
F o r  a p p l i c a t i o n  t o  V / S T O L  a i r c r a f t  t h e  m o d e l  d e v e l o p e d  i n  t h i s  s t u d y  
m u s t  b e  c o m b i n e d  w i t h  l i f t i n g  s u r f a c e  t h e o r y  t o  p r e d i c t  t h e  r e q u i r e d  d a t a .
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( 4 0 b )  P r e s s u r e  D i s t r i b u i t o n  o n  a  F l a t  P l a t e  d u e  t o  a  C i r c u l a r  J e t  E x h a u s t i n g  
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Figure 56“ The Joukowski Transformation between an Ellipse and a Circle
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Fig ur e  57 Pr e di ct i on  of  D o w n w a s h  An g le
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A P P E N D I X  I
E N T R A IN M E N T  O F  A N  A X I S Y M M E T R I C  T U R B U L E N T  J E T
I S S U I N G  IN T O  A  P A R A L L E L  M O V IN G  S T R E A M
I n  a  p a p e r  o n  t h e  s p r e a d  o f  t u r b u l e n t  j e t s  B r a d b u r y ( 3 ® )  d e r i v e d  
e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s p r e a d  o f  a n  a x i s y m m e t r i c  j e t  i s s u i n g  i n t o  a  c o - f l o w i n g  
s t r e a m .  A n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n t r a i n m e n t  o f  t h e  f r e e s t r e a m  i n t o  s u c h  a  
j e t  i s  d e r i v e d  b e l o w  b a s e d  u p o n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s .
N o t a t i o n :
R
v
T
u =
r a d i a l  o r d i n a t e  f r o m  t h e  j e t  c e n t r e l i n e
v e l o c i t y  i n  t h e  r a d i a l  d i r e c t i o n
j e t  t h i c k n e s s  d e f i n e d  a t  R  w h e r e  U 1 =  U o  +  U * / 2
f ( p )  m e a n  v e l o c i t y  p r o f i l e  f u n c t i o n  =  
U 1 l o c a l  v e l o c i t y  =  U o  +  f ( r ) ) . U *
U o
U *
(9.1)
C o n s i d e r  a  c o n c e n t r i c  e l e m e n t  o f  u n i t  l e n g t h
Colitinuity Equation
U
,5R
-c^ u + au
w
■I
F o r  c o n t i n u i t y .
( 2 ttR o6 R )
U 1 + I Fdl u (2 7 tR V o 8 R )
3 R
H e n c e R  d U 1 
d l
JL (RV)
3 R
( 9 . 2 )
S i n k  s t r e n g t h ,  m * =  2 t t ( R V )  S I
R+°°
= >  T T  =  2 u  | R  3 U 1 d R
6)1 j  31
0
( 9 . 3 )
N o w , R d R  =  q x  d q
a n d
3 U 1
d l
d V *  U *  d x  
d i  ~  x  * d £= f (n)  • -5T ~ % . x r n  . f*(n)dq
mx 
* 61 = 2 ttx'
.  3 U *  U *  d x  . j ,  . ,
n  f ( n )  M  ‘  d £  8 n f  ( n )  d n
: >  5 L -  =  27r q f ( n ) A .  ( x 2U * ) d q ( 9 . 4 )
9 . 3
B r a d b u r y  g i v e s :
0 . 0 8 '9 £ / a
1 +  1 3 5 ( £ / a )
/m(m~l)
1
2
a n d
IJ*
U o T m ( r a - l )
=  1 3 . 6 4
£
T h u s TZy* = ( 0 . 0 8 9  £ )
1 -i- 0 . 1 3 5 ( £ / a )
/m(ni-~Y)
d .T2U *
d ( £ / a )
Uoy'm(m-~l)
(£/a)
1 3 . 6 4
/ m ( i n - T )  a.2 U j  0 . 1 0 8  
' 1  +  0 . 1 3 5  ( £ / a )~l2m
vY("m-l)
T h e  m e a n  v e l o c i t y  p r o f i l e  f o r  a  c i r c u l a r  j e t  i s  g i v e n  b y  M a c z y n s k i (36)
f ( n )  =  e x p [ -  0 . 6 7 4 9 n 2 ( l  +  0 . 0 2 6 9 ^ ) ]  
n f  ( n ) d r i  =  0 . 6 2 8
S u b s t i t u t i n g  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s  i n t o  e q u a t i o n  ( 9 . 4 )  g i v e s :
m* 7T 0 . 1 3 5  / m ( m - l )  a 2 U j
8 ( £ / a ) m 1 + 0 .135(£/a ) 
Y n  ( m - - l )
( 9 . 5 )
A  s i m p l e  c h e c k  o f  t h e  v a l i d i t y  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  c a n  b e  m a d e  b y  c o m p a r i n g  
i t  w i t h  t h a t  g i v e n  b y  R i c o u  a n d  S p a l d i n g  f o r  a  j e t  i s s u i n g  i n t o  q u i e s c e n t  
s u r r o u n d i n g s  (m  =  «>)
E q u a t i o n  ( 9 . 5 )  g i v e s  in *  =  0 . 1 3 5  Tra2Uj d ( £ / a )
R i c o u  a n d  S p a l d i n g  g i v e  m *  =  0 . 1 6  i r a 2 U j  d ( £ / a )
E q u a t i o n  ( 9 . 5 )  c a n  n o w  b e  s u b s t i t u t e d  i n t o  e q u a t i o n  ( 5 . 3 2 )  to -  g i v e  t h e  
i n d u c e d  r a d i a l  v e l o c i t y  a t  a  p o i n t ,  q r  .
N U M E R I C A L  C A L C U L A T I O N  A N D  P L O T T I N G 
O F  T H E  IN D U C E D  P R E S S U R E  F I E L D
U s i n g  t h e  V o r t e x  S h e e t  T h e o r y ,  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  5 ,  a  p r o g r a m m e  h a s
b e e n  d e v e l o p e d  t o  p l o t  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  f i e l d  o n  a  f l a t  p l a t e  f o r  a  j e t
e x h a u s t i n g  n o r m a l l y  i n t o  a  c r o s s f l o w  a n d  a  g i v e n  s e t  o f  j e t  a n d  f l o w  p a r a m e t e r s .  
T h e  p r o g r a m m e  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  i n  A l g o l  6 0  ( b u t  i s  a l s o  a v a i l a b l e  i n  F o r t r a n )  
f o r  u s e  o n  t h e  I C L  1 9 0 0 F  c o m p u t e r  a t  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S u r r e y .
T h e  i n p u t  d a t a  t o  t h e  p r o g r a m m e  i s :
i )  a n  e m p i r i c a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  j e t  p a t h  
i i )  j e t / f r e e s t r e a m  v e l o c i t y  r a t i o ,  m
i i i )  n o z z l e  a s p e c t  r a t i o ,  A R
D u e  t o  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a n a l y s i s  a  l i n e  o f  c o n s t a n t  p r e s s u r e  c a n n o t  b e  
c a l c u l a t e d  d i r e c t l y .  P r e s s u r e  c o e f f i c i e n t s  a r e  t h u s  c a l c u l a t e d  a t  a  l a r g e  
n u m b e r  o f  e q u a l l y  s p a c e d  i n t e r v a l s ,  u s i n g  p o l a r  c o - o r d i n a t e s ,  a r o u n d  t h e  j e t ,  
a n d  t h e s e  r e s u l t s  a r e  t h e n  a n a l y s e d  t o  d r a w  t h e  l i n e s  o f  c o n s t a n t  p r e s s u r e  
c o e f f i c i e n t ,  a s  o u t l i n e d  i n  c h e  f l o w  c h a r t  b e l o w .
T h e  f a r  f i e l d  a n a l y s i s ,  C h a p t e r  5 ,  i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  e a c h  p o i n t .  I n  
t h i s  a n a l y s i s  t h e  j e t  i s  s p l i t  u p  i n t o  a  n u m b e r  o f  e l e m e n t s  o f  c o n s t a n t  l e n g t h .  
F o r  t h e  a n a l y s i s  t o  b e  a c c u r a t e ,  tw o  c o n d i t i o n s  m u s t  b e  s a t i s f i e d :
i )  t h e  r a n g e  m u s t  b e  l a r g e  e n o u g h  s o  t h a t  i n c r e a s i n g  i t  w i l l  
h a v e  n o  e f f e c t  o n  t h e  r e s u l t ,  w i t h i n  p e r m i s s i b l e  l i m i t s ;  
i i )  t h e  s t e p  s i z e  m u s t  b e  s m a l l  e n o u g h  t o  p r o d u c e  t h e  r e q u i r e d  
d e g r e e  o f  a c c u r a c y .
9. 4
A P P E N D I X  I I
9 . 5
T h e  o p t im u m  i n t e g r a t i o n  r a n g e  a n d  s t e p  s i z e  w a s  f o u n d ,  b y  t r i a l  a n d  
e r r o r ,  t o  b e  .40  s t e p s  o f  s i z e  0 , 5 a ,  F i g u r e  9 i  s h o w s  t h e  e f f e c t  u p o n  t h e  
i n d u c e d  p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  o f  d e c r e a s i n g  t h e  n u m b e r  o f  s t e p s  t o  20 a n d  
a l s o  i n c r e a s i n g  t h e m  t o  8 0  w h i l s t  m a i n t a i n i n g  a  s t e p  s i z e  o f  0 . 5 .  T h e  
e f f e c t  o f  r e d u c i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  r a n g e  i s  t o  i n t r o d u c e  d e t a i l  e r r o r s ,  
e s p e c i a l l y  f o r  v a l u e s  o f  C p  b e t w e e n  - 0 . 1  a n d  0 ,  w h e r e a s  i n c r e a s i n g  t h e  
i n t e g r a t i o n  r a n g e  t o  8 0  s t e p s  p r o d u c e s  v e r y  l i t t l e  e f f e c t  a t  a l l .
I n c r e a s i n g  t h e  s t e p  s i z e  t o  1 . 0  a n d  m a i n t a i n i n g  t h e  s a m e  i n t e g r a t i o n  
r a n g e  a s  a b o v e  (20 j e t  r a d i i )  g i v e s  s o m e  d e t a i l  c h a n g e s  t o  t h e  c o n t o u r s  o f  
c o n s t a n t  p r e s s u r e  ( F i g u r e  9 i i ) .  I n  t h i s  f i g u r e  i t  i s  a l s o  s h o w n  t h a t  
d e c r e a s i n g  t h e  s t e p  s i z e  t o  0 . 2 5  a n d  m a i n t a i n i n g  t h e  s a m e  i n t e g r a t i o n  r a n g e  
h a s  o n l y  v e r y  m i n o r  d e t a i l  e f f e c t s  u p o n  t h e  i n d u c e d  p r e s s u r e  c o n t o u r s .
T h e  a b o v e  i n t e g r a t i o n  r a n g e  a n d  s t e p  s i z e  h a v e  b e e n  t e s t e d  f o r  a  
n u m b e r  o f  f l o w  c o n d i t i o n s  a n d  a r e  a p p l i c a b l e  t o  t h e  w h o l e  r a n g e  o f  c o n d i t i o n s  
c o n s i d e r e d  i n  t h i s  r e p o r t .
A f t e r  c a l c u l a t i n g  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  d u e  t o  t h e  f a r  f i e l d  a n a l y s i s ,  
a n d  m a k i n g  a  c o r r e c t i o n  f o r  t h e  n e a r  f i e l d ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a d d  a  s i n k  
d i s t r i b u t i o n  a l o n g  a  j e t .  p a t h  t o  t h e  m o d e l ,  C h a p t e r  5 . 6 ,  t o  s i m u l a t e  e n t r a i n ­
m e n t  i n t o  t h e  j e t .
T h e  t o t a l  i n d u c e d  v e l o c i t i e s  a t  e a c h  p o i n t  a r e  n o w  u s e d  t o  c a l c u l a t e  
t h e  p r e s s u r e  c o e f f i c i e n t s  w h i c h  a r e  s t o r e d  i n  a n  a r r a y .  S i n c e  p l o t t i n g  b y  
h a n d  t h e  c o n t o u r s  o f  c o n s t a n t  p r e s s u r e  i s  v e r y  t i m e  c o n s u m i n g ,  t h e  c o m p u t e r  
p r o g r a m  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  c o v e r  t h i s  p l o t t i n g  a l s o .
9 .  6
F L O W  D IA G R A M  F O R  P L O T T I N G  O F  P R E D I C T E D  IN D U C E D  P R E S S U R E S , 
D U E  T O  V O R T E X  S H E E T  M O D E L ,  ON  A  F L A T  P L A T E
D A T A  I N P U T
t- o
C N C O 9
9 6 x
X H -
o o O
CO <0 CO
D . a Q .
0 cu <L>
*)->
CO co CO
O O o
0 0 C N
S-B
ip ip to
o o o
0)O)c00
£E
co
4-»00
i..U
CD
D)c
k™ra
>
k~
, o
LL.
</)
5o4-J
co
o
0)k-
□00
CO
<D1-
Q.
o
0k.33U
LU
9.9
E V A L U A T I O N  O F  S U C T I O N  F O R C E  A N D  P I T C H I N G  M OM ENT 
U S I N G  S I M I L A R I T Y  L A W S
A P P E N D I X  I I I
U s i n g  t h e  s i m i l a r i t y  a r g u m e n t s  i n  C h a p t e r  5 . 8 ,  t h e  s u c t i o n  f o r c e  a n d  
p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t s  h a v e  b e e n  d e f i n e d  b y  e q u a t i o n s  5 . 5 0  a n d  5 . 5 1  
r e s p e c t i v e l y .  T h e  o n l y  e m p i r i c a l  i n p u t  n e c e s s a r y  t o  e v a l u a t e  t h e  a b o v e  
c o e f f i c i e n t s  i s  t h e  e x p o n e n t  q  i n  e q u a t i o n  5 . 4 8 .
T h e  a b o v e  c o e f f i c i e n t s  a r e  e v a l u a t e d  o v e r  c i r c u l a r  a r e a s  s u r r o u n d i n g  
t h e  j e t  n o z z l e .  I n  t h e  p r o g r a m ,  t h e  o p t im u m  r a d i a l  a n d  a n g u l a r  s t e p  s i z e s ,  
f o r  i n t e g r a t i n g  o v e r  t h i s  c i r c u l a r  a r e a ,  h a v e  b e e n  f o u n d  t o  b e  0 . 0 5  ( r / k m P a )  
a n d  1 0  d e g r e e s  r e s p e c t i v e l y .  F o r  a n y  g i v e n  a r e a  t h e  o p t im u m  i n t e g r a t i o n  
r a n g e  a l o n g  t h e  j e t  p a t h ,  t o  d e t e r m i n e  t h e  i n d u c e d  v e l o c i t y  a t  e a c h  p o i n t ,  
h a s  a l s o  b e e n  d e t e r m i n e d  b y  t r i a l  a n d  e r r o r .
A  f l o w  d i a g r a m  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  a n d  p l o t t i n g  o f  t h e  s u c t i o n  f o r c e  
a n d  p i t c h i n g  m o m e n t  c o e f f i c i e n t s  i s  g i v e n  b e l o w .
FLOW DIAGRAM FOR THE CALCULATION AND PLOTTING
I N P U T  D A T A ,  q
OF SUCTION FORCE AND PITCHING MOMENT COEFFICIENTS
S e t  l i m i t s  f o r :
i )  r a d i u s  o f  c i r c u l a r  a r e a  s u r r o u n d i n g  j e t ,  R *
i i ) j e t  p a t h  i n t e g r a t i o n  r a n g e ,  N *
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